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Unterſuchungen über eine Gleichung des erſten Grades mit n Unbekannten und ganzzahligen Coefficienten, 
wobei die Bedingung geſtellt iſt, daß ſämmtliche Unbekannte nur ganzzahlige Werthe > 0 annehmen dürfen, bilden 
den Gegenſtand, mit welchem ſich dieſe Blätter beſchäftigen ſollen. Die Behandlung deſſelben greift allerdings nicht 
in die höheren Zweige des mathematiſchen Wiſſens ein und im Großen und Ganzen finden ſolche Gleichungen ſel— 
ten Verwendung, worin auch der Grund liegen mag, daß jenes Gebiet, ſo weit uns bekannt iſt, nirgends in ein— 
gehender Weiſe beleuchtet iſt 1); wir hoffen indeſſen, es werden die Reſultate, die wir im Verlaufe der Unterſuchung 
zu Tage fördern wollen, die Behauptung rechtfertigen, daß dem Gegenſtande ein gewiſſes theoretiſches Intereſſe nicht 
abgeſprochen werden kann, während wir zugleich eine Lücke, welche in der Theorie bisher vorhanden war, auszu— 
füllen verſuchen. 

Das zunächſt zu erſtrebende Ziel wurde durch folgende Ueberlegung beſtimmt: Die praktiſche Auflöſung ei— 
ner Gleichung der obengenannten Art wird in der Regel durch direkte Anwendung des bei einer Gleichung mit 2 
Unbekannten meiſtentheils benutzten Euler'ſchen Verfahrens bewerkſtelligt; man erhält dabei ſtets Gleichungen, durch 
welche jede einzelne Unbekannte ganzzahlig dargeſtellt wird. Es zeigt ſich nun, daß man durch erlaubte Veränderun— 
gen im Gange der Rechnung zu äußerlich gänzlich verſchiedenen Reſultaten kommen kann, was an einem Beifpiel 
dargelegt werden möge. 

Die Gleichung 212 + 29y + 532 — 800 liefert, je nachdem man zuerſt nach = und dann nach , oder nach 
y und dann nach auflöſt 


0 —=42 — 3% — 14 oder = 1 — 271 ＋ 58 
= — 1 ＋＋ 4 * „= 36 — 157 + 1185s 
= — 1—v+5t 2 — 5 ＋ 97 —3s 


wobei v, t, „, s, ganzzahlige Größen vorſtellen, deren Grenzen noch jo zu beſtimmen find, daß je ein Werth von v 
oder „ mit einem paſſenden von t und s combinirt, pofitive Werthe für , ½ z liefert, welche der gegebenen Glei— 
chungen genügen. Wir werden jene Größen in Ermangelung einer anderen paſſenden Bezeichnung die Veränderli— 
chen der Endgleichungen nennen. Es fragt ſich nun zunächſt, ob beide Formen, wie das Syſtem der Endgleichun— 
gen heißen mögen, genau dieſelben Löſungen liefern, und wenn dies der Fall iſt, weiter, ob ſie in der That alle Lö— 
ſungen geben, deren die vorgelegte Gleichung fähig iſt? Die bezeichnete Antwort auf dieſe Frage liegt durchaus noch 
nicht in der Natur des Verfahrens ſelbſt. Es wird ſpäter bewieſen werden, daß das Euler'ſche Verfahren immer 
vollſtändige Formen, d. h. ſolche liefert, welche in der That alle Löſungen einer Gleichung umfaſſen. Andere Metho— 
den können häufig unvollſtändige Formen liefern. So genügt der erwähnten Gleichung die auf anderem Wege ge— 
wonnene Form 
* — 14 — 87 — 174 
y= 1+10p + 59 
z= 9+29p ＋ 49 
wie man ſich durch Subſtitution leicht überzeugt. Während aber die beiden erſten Formen die Löſung * — 19, 
% 12, 2 1 liefern, fehlt dieſelbe unter den Löſungen der letzten Form. Für ein Gleichung mit 2 Unbekannten 
ax +by= eilt die vollſtändige Form bekanntlich 
* = 4 ＋ br 
y=fß— dt 
1) Vorarbeiten findet man in dem vom Verfaſſer 1866 geſchriebenen Programm des Gymnaſiums zu Arensburg: „Beiträge zur 


Lehre von den unbeſtimmten Gleichungen des erſten Grades.“ 
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wenn * = a, / für fih der Gleichung genügen, und t dieſelbe Bedeutung wie oben hat. Es ſei nämlich 
% = d ＋ i, / 5 u irgend eine andere Löſung, jo muß am + bn — o fein, was, da a und 5 relative Prim⸗ 
zahlen find, nur möglich iſt, wenn m ein Vielfaches von b, u daſſelbe Vielfache von — a iſt, alſo m = bt, » = — at. 
Eine Ausdehnung dieſer Betrachtungsweiſe auf eine Gleichung mit 3 Unbekannten zeigt dieſelbe ſofort als unzureichend. 

Dies Alles drängt zu den Fragen nach der Geſtalt der Formen, nach dem Kriterium für die Vollſtändigkeit 
derſelben, und nach der Art und Weiſe, wie der Zuſammenhang zweier Formen vermittelt wird. 

Die Beantwortung ſoll den erſten Theil unſerer Unterſuchungen ausmachen. Im zweiten Theil wollen wir 
uns dann mit der nicht weniger intereſſanten Frage nach der Anzahl der Löſungen, welche eine gegebene Gleichung 
beſitzt, beſchäftigen. 


Exſter Cheil. 


Unterſuchung der Formen, in denen die Auflöſungen 
enthalten ſind. 


J. Aufſtellung einer Form. 


Es ſei eine Gleichung von erſten Grade mit n Unbekannten und ganzzahligen poſitiven oder, wenn das 

Abſolutglied immer poſſttiv vorausgeſetzt wird, höchſtens n — 1 negativen Coefficienten gegeben: 
).. ĩ A, j, 

Die allgemeinſte Bedingung für die Auflösbarkeit dieſer Gleichung in ganzen pofitiven Zahlen beſteht be— 
kanntlich darin, daß die Coeffieienten A, keinen allen gemeinſamen Theiler > 1 haben dürfen, den nicht auch das 
Abſolutglied hätte, weil ſonſt durch Diviſion der ganzen Gleichung mit jenem Theiler eine Summe ganzer Zahlen 
gleich einem wirklichen Bruche würde. Es darf alſo vorausgeſetzt werden, daß ein ſolcher Theiler überhaupt nie exi— 
ſtire, weil er immer ſofort entfernt werden kann. Dagegen dürfen je n — 1 oder eine geringere Anzahl von Coefi— 
cienten ſehr wohl einen gemeinſamen Theiler > 1 beſitzen. Zunächſt muß feſtgeſtellt werden, von wieviel veränder— 
lichen Größen t (in derſelben Bedeutung wie oben) die Unbekannten in den für ſie auftretenden Endgleichungen ab— 
hängen werden. Es läßt ſich hier leicht nachweiſen, daß die Anzahl dieſer h immer um 1 kleiner als die Anzahl 
der Unbekannten iſt. Aus 1) folgt 


7 0 —.... am): A,....2) 
Bezeichnet man die bei der Divifion : N erhaltenen Ganzen durch PM: N), den Reſt durch R (M: N), ſo tft 
& = H (A: Ai) 2, A E (A: A1) — 2% E (A;: A1 — % E (An: A1) 
+ . (A: 41) — %, H (A2: A1) - , H (A;: A) an Ane A MA) 
A, 


Setzt man letztern Bruch gleich einer ganzen Zahl k, entwickelt in derſelben Weiſe , führt für den ent— 
ſtandenen Bruch die Zahl t ein u. ſ. f. fo kommt man ſchließlich auf die Gleichung 


Vn 2 — B Ze De er C. — B, — b, %n—1 TER 01 - 1 Tee 4) 
d 
wo 5B und B neben abſoluten Zahlen die bis jetzt eingeführten Größen 11, 72. ... . iu, enthalten und ö, , ö, e d 


beſtimmte ganze Zahlen find. Setzt man den Bruch in 4) gleich 2 jo enthält die neue Gleichung noch 2 der 
urſprünglichen Unbekannten, nnd es gelingt dann bekanntlich dieſelben von einer neuen Veränderlichen t.— abhän— 
gig darzuſtellen. Wir erhalten alſo im Ganzen »— 1 Größen t, welche im Allgemeinen beim Rückwärtsſubſiſtuiren 
in den Endgleichungen für alle Unbekannte auftreten werden. So wird z. B. , nicht durch 1 allein ausgedrückt 
ſein, ſondern wegen des Umſtandes, daß B, die Veränderlichen Z,, 2 .. . . s einſchließt, wozu aus der letzten 
Gleichung noch „-e kommt, ſämmtliche Veränderliche in feiner Endgleichung aufweiſen. Nicht ſelten jedoch wird man bei 
praktiſcher Auflöſung auf Fälle ſtoßen, wo manche Veränderliche aus einigen Endgleichungen, nie aus allen verſchwinden. 

Bezeichnen Mi, Ma, Mz.. 1 M, ſpecielle, pofitive oder negative ganzzahlige Werthe für 1, , . , 
welche 1) genügen, ſo daß alſo 

A1 MI ＋ A M ＋ A M; -+..... T 


iſt, und ſtellen wir die Coefficienten von 2 durch 4 vor, fo hat die Form, wie wir das Syſtem der Endgleichungen 
nennen wollen, folgende Geſtalt: 
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1 —— M, — 6171 71 — 8172 72 — 61753 73 — er.» —— 611 11 
2 — M, —— 62,51 51 —— 4272 12 —— 6273 735 —— „„ „4 nn 642-1 N, 
2, — M, e 3% d + 43% la F ee 4, an 


G 


ne e Me , e e e . e a . ee be, 
%%%%V%%%VVCCCCCCCVVVVVVCCCVCCCCCC fa Te ae A, ee 


0 


II. Ermittelung einer fpeciellen Löſung. 


Die Form 6) wird am einfachſten durch die Anwendung des Euler'ſchen Verfahrens aus der urjprüngli- 
chen Gleichung gewonnen. Will man dieſelbe jedoch unmittelbar aufſtellen, jo werden die Größen M wohl am be— 
quemſten erhalten, wenn man » — 2 der Unbekannten in 1) willkürliche Werthe, z. B. allen den Werth 1 beilegt 
und dann die Gleichung 

A, % + 4, nA . ar 
wo das Summenzeichen fich auf alle mit einem Index verſehenen A, ausgenommen A, und A,, bezieht, in bekannter 
Weiſe, durch Euler's Verfahren, durch Kettenbrüche, Kettenreihen, Congruenzen oder mittelſt Formeln, wie fie für 
die Löſung der Congruenz ax = b (mod c) exiſtiren, auflöft ohne Rückſicht darauf, daß ©, und , vielleicht negative 
Werthe erhalten. Wenn aber A, u. A, einen gemeinſamen Theiler > 1 beſitzen, den die rechte Seite in 7) nicht 
hat, jo iſt 7) unlösbar und dies zeigt an, daß wir nicht allen jener n — 2 Unbekannten denſelben Werth, oben 1, 
beilegen dürfen. Durch Auswahl anderer Unbekannten wird man dieſen Uebelſtand zu heben ſuchen, und nur, wenn jeder 
der Coefficienten A mit jedem andern einen gemeinſamen Theiler > 1 beſitzt, wird man zu einem Verfahren ges 
nöthigt, das wir am einfachſten an einem Beiſpiel zeigen. Es ſei 
702, ＋ 422, +30, + 105 . = 8009 

Wir ſetzen 8009 — 105 % — 22, gewinnen daraus . = 1, 2 = 3952, 35 2, + 21x, + 15 %% = 3952 
Dann ſei 3952 — 152, = 7 , woraus wir erhalten ½ = 4, / = 556,52, +3, 56,2, 8 02 

Weit eleganter, wenn auch praktiſch in den ſeltenſten Fällen anwendbar, iſt folgende Methode zur Beſtim— 
mung der M. Man entwickelt das Produkt 


hA 
„ 82 3 San 5 8) 


wo für die Coefficienten A die Glieder der natürlichen Zahlenreihe zu fegen find, nach Potenzen von 2, bleibt bei 
dem erſten Theilſatz, der 2“ liefert, ſtehen und verfolgt die Entſtehung des Exponenten 4 rückwärts. Ergiebt ſich, 
daß zur Entſtehung mitgewirkt haben die Potenzen „1 , 2 %, 2s % „ 2 n n, fo erhält man ſofort N. 21 
Le Mes en... M., = in. Dabei kann es ſich leicht ereignen, daß einige der Größen 7 Null werden, 
was indeſſen nicht ſchadet. Um die Rechnung verfolgen zu können, wird man bei jedem Exponenten ſeine Ent- 
ſtehung hinzufügen müſſen, und zur Erleichterung der Operation werden alle Theilſätze, welche ſchon vorhandene 
Potenzen liefern, unberückſichtigt gelaſſen. 

Die beiden hier auseinandergeſetzten Methoden haben allerdings keinen großen Werth für die Praxis. Wir 
haben ſie hier gegeben, einmal der Vollſtändigkeit wegen, dann aber auch, weil die erſte derſelben der nächſtliegende 
Weg ſcheint, wenn die übrigen Beſtandtheile der Form ſchon bekannt ſind, und weil ſich ſpäter Unterſuchungen an 
die zweite Methode anknüpfen werden. f 


III. Eigenſchaften der Coefſieienten a. 


Wir gehen zu einer genaueren Betrachtung des Syſtems 6) über. Wegen der Unabhängigkeit der Größen 
von einander darf zwiſchen den Coefficienten « einer Endgleichung keinenfalls eine Relation exiſtiren, die in der⸗ 
ſelben Weiſe für die correſpondirenden Größen 4 aller andern Endgleichungen gilt. Es würde ſich nämlich aus der 
Exiſtenz einer ſolchen Relation folgern laſſen, daß an Stelle der * — 1 Veränderlichen , n — 2 neue Veränderliche 
geſetzt werden könnten, was dem in I. bewieſenen Satze widerſpricht. So darf nicht 4, = m. 4% ſein, wenn man 
p alle Werthe von 1 bis n durchlaufen läßt, weil ſonſt die beiden Veränderlichen k, und t, durch die eine neue 
s—mt, + t, mit den Coefficienten 4% erſetzt werden können. 

Da das Syſtem 6) und die Gleichung 1) genügen ſoll, ſo ergiebt ſich durch Subſtitution in letztern mit 
Berückſichtigung von 5) und mit Bezugnahme darauf, daß die Veränderlichen “ unabhängig von einander find, ſofort 
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| Aare Alan A 0% BE : ＋ A, e = 
A1 41% + Ag dz, + Ag 43, ＋ A, %%% = O 
9 Pi. J A, 4173 a A, 42573 * A; 43,3 * STE he 2 An Anız = 0 
„ 
| , e 


Genügen die Coefficienten @ dieſen n — 1 Gleichungen, ſo ſtellt das Syſtem 6) eine Form dar, welche ei ne 
gewiſſe Anzahl Löſungen der Gleichung 1) umſchließt. Ob dieſe Form eine vollſtändige, alle Löſungen umfaſſende, oder 
eine unvollſtändige, nur einen Theil derſelben liefernde, ſei, bleibt noch unentſchieden. Das Kriterium für die Vollſtändig— 
keit vermehrt, wie ſich ſpäter zeigen wird die Anzahl der Bedingungsgleichungen 9) nur um 1, ſodaß dann zur Beſtim— 
mmung der n (n— 1) Größen a nur n Gleichungen vorhanden find. Nur wenn n (n — 1) = m d. h. n H 2, iſt (bei 
vollſtändigen Formen) die Anzahl der Gleichungen gerade zur Beſtimmung der à ausreichend; es kann mithin für 
eine Gleichung mit 2 Unbekannten nur eine einzige vollſtändige Form (neben unendlich vielen unvollſtändigen) 
exiſtiren. In allen andern Fällen iſt die Anzahl der aufſtellbaren vollſtändigen Formen unendlich groß, da die 
Coeffieientengleichungen unbeſtimmt werden und negative Werthe der @ durchaus nicht ausgeſchloſſen werden können. 
Wollte man zur Aufſtellung einer Form die Beſtimmung der @ durch das Syſtem 9) vornehmen, fo könnte man 
durch Auflöſung einer einzigen Gleichung mit 2 Unbekannten ans Ziel gelangen. Legen wir den Coefficienten 43, 
%, . . Am, die willkürlichen Werthe z, 04, .. . . % bei, jo bleibt zur Beſtimmung von 4½% und @,,ın 

ne 42 . S5 Ay 05 
Haben A, und A, den größten gemeinſamen Theiler q,, jo dürfen wir vorausſetzen, daß auch die rechte Seite von 10) den— 
ſelben beſitze, da man, um dies zu erreichen, nur jedes Jmit dem Theiler 9 behaftet, zu wählen braucht. Sind dann d, und 
02 ſpecielle Löſungen obiger Gleichungen, fo wird im Fall eines geraden n der erſten Gleichung in 9) genügt durch 


| ar 0 ned) s, el AT) 

43, = 63 + (44:92) 82 44, = 0a — (43:42) 82 

. 0 45% — 08 l (e 593) ss 46,1 = 05 — (45 43) 83 
| In—- 1,1 — 91 * (%: 12) 5 n — On — (An-ı : In je 
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wenn 9, den größten gemeinſamen Theiler zwiſchen Agr—, und 42, vorftellt, und s,, 87, .. . 8. Veränderliche 


von der Natur der oben benutzten £ find. Aehnlich iſt der Ausdruck für den Fall eines ungeraden n; man darf nur 
einer Größe z. B. @r,ı, einen conſtanten Werth beilegen. Durch willkürliche Wahl von Werthen für die Veänder— 
liche s gelangt man zu beliebig vielen Syſtemen zuſammengehöriger Werthe der 4, welche den Gleichungen 9) genügen. 
Als Beiſpiel wählen wir die in II. gegebene Gleichung 70 % + 42 0, + 30 + 105 x, = 8009 
Es iſt zunächſt 70 4 + 42 4% + 30 4,1 + 105 44, = 0 zu löſen. Nehmen wir 3 = 7, 0. 2, ſo 


e 


findet ſich 1 = — 3, 0% = — 5, alſo, da außerdem 71 =14, 9, = 15 iſt. 
4% 3 ＋·˙ 38 ! 
4% a e 
„ haben wir % 0, a 10, % 7, % 68 
1 6, % 20, % 14, a 0 
81 2 — 2, 82 2 i 9, i, eee ei 
Mit Zuziehung der früher gefundenen ſpeciellen Löſung findet man ſomit eine Form für die vorgelegte 
Gleichung 61 28 a 
10% — 20% 5 
r lt 
4 = 1 ＋ 671 — 2 13 


Wir werden ſpäter auf dieſe Form zurückkommen. 
Das Syſtem 9) läßt eine Umformung zu, welche uns von weſentlichem Nutzen ſein wird. Eliminirt man 
aus jenen n — 1 Gleichungen die n — 2 Größen 43, 44. . . % jo ergiebt ſich als Reſultat 
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41517 43,1, 4% „ An 1/17 U, 42,1, 43,1, C41 . nur C71 

VV 4-1/2, d 42%, 43,2 da, 2 . 41/2, Cn 

41,3, 43,3, 44% ++. - An- 1/3, Un g 42,3, 43/3, G4, 173 4 „ 
125k; a en 4A, |. N ae — 0 

1 43-2, C/ 2, . Un- 1/2, Un- 2 G2, n= 2, Gg -2, MGA 2 . n- 1-2 Anm— 2 

4/1, G3 1 CA , d ım—2ı Inm—ı AG n-, UC =, Ca = 1 n ım-ıı Inm-—ı 


Statt dieſer aus je (n—1)? Gliedern gebildeten Determinanten kann man durch Vertauſchung der Zeilen 
mit den Colonnen ſetzen 


4171, 41%, 1,3 „%% 41-2, 1-1 42,1, 2/2, 2, «% 2-2, 27-1 

43,1, 43/2, 43 / „„ 43-2, G1 43,1, 43/2, 43/8 - 437 —2 43/1 

44,1, 44,2, G43 44/2, Yam-ı 4,1, 44,2, G4, 64,2, %am-—ı 
. . % 9 

An 1/1 Un- 1/2, Un- 173 Gn In -2, Un- 171 1/1, G12, Un- 173, Un- iu 27 Un- 151 

An, Inı2r Anse Inm-—2ı An, 1 41. A/ 2. An, 3, e Anu 2. Inm—ı 


wo jetzt die Glieder der Zeilen mit den Reihen der Coefficienten à in den n Gleichungen 6) übereinſtimmen, nur 
daß immer je eine dieſer Gleichungen garnicht vertreten iſt. Wir wollen kürzer ſchreiben 


Jay un: 41% D (1, 3, % deln) „ ,, 22 20) 0 
D bedeutet „Determinante gebildet aus“, die Ziffern ſtellen entſprechend die Coefficientenreihen der 1, Aten, .. .. nit 
Gleichung des Syſtem's 6) vor, fo daß Y (1, 2, . . . . 6, 8, 9, . . . 1) heißt, man ſoll aus den Coefficienten « aller 


Gleichungen in 6, die 7“ ausgenommen, in der Ordnung, wie fie dort ſtehen, die Determinante bilden. 
Die Gleichung 14) läßt ſich ſchreiben 
1 TTV. T 
Bildet man die analogen Ausdrücke für die übrigen Größen A, fo erhält man folgendes Syſtem von n—1 
Gleichungen, welches wir an Stelle von 9) weiter unterſuchen wollen: 


% „„ 9 (2, 3, 4, n (1, 3, , 

5 ĩ˙ ana, e 1 0% 2, 4, % „ u, 1) 

A. A. =D (, 5,6 0 51 % Dia 5, 6, „1 

eee eee eee DD eee 
UA e e, eee, 


Um die Determinanten, welche denſelben Coefficienten A entfprechen, z. B. Y (2, 4, 5 .. . 1) und D (4, 5, 6... 
n, 1, 2), die zu A, gehören, identiſch zu machen, bedienen wir uns des Satzes, daß die Vertauſchung zweier Hori— 
zontalreihen nur das Zeichen der Determinanten ändert. Iſt nun n gerade, fo iſt die Anzahl der jedesmal zur 
Verwendung kommenden Horizontalreihen in 6) ungerade, und man hat dann zur Ueberführung, wie fie oben beab⸗ 
ſichtigt wurde, eine gerade Anzahl, * — 2 von Vertauſchungen nöthig, fo daß die Determinante ihr Zeichen behält; 
bei ungeraden n dagegen tritt ein Zeichenwechſel ein. Daraus folgt, daß das Syſtem 16) auch geſchrieben werden kann 
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1% a +1 
| Ap:%+1=(-1"7 Dp+1,P+23P+3,...n1,2...p—1):D(p+2,p-+3,p-+4,...n,1,2,...p) 


A: ii ;,, , 


Stellen wir durch K eine Zahl vor, von der noch weiter die Rede ſein ſoll, ſo folgt aus 17) 
D (2, 3, 4. . 1 — 1, n) = K. 41 


d 1) 9, RAN 
D (d, 5, 6 . 
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D (n, 1, 2, . . n — 3, nr — 2) K. 41 

J. A ee 
K kann niemals ein wahrer Bruch fein, weil ſonſt wegen der Ganzzahligkeit der Determinanten ſämmtliche 
Cofficienten A durch den Nenner dieſes Bruches theilbar fein müßten, was nach der urſprünglichen Vor— 
ausſetzung nicht möglich iſt. Ferner kann K nie Null fein; dies würde nämlich ſämmtliche Determinanten 
verſchwinden machen, was nichts anders hieße, als daß in 9) eine oder mehrere Gleichungen von den übrigen 
abhängig wären; dazu aber iſt ein Zuſammenhang zwiſchen den Coeffieienten a, wie wir ihn vorher als unſtatthaft 
nachgewieſen haben, erforderlich. In anderer Weiſe läßt ſich die Unmöglichkeit, daß K bei einer brauchbaren Form ver— 
ſchwinde, folgendermaßen zeigen. In n — 1 der u Gleichungen 18) kommen, wie man leicht ſieht, die — 1 Coefficienten 
a der erſten Horizontalreihe des Syſtems 9) vor; werden alle übrigen 4 als bekannt vorausgeſetzt, fo würde das 
Verſchwinden der Abſolutglieder jener n — 1 Gleichungen, da nach dem Bildungsgeſetz der Determinanten jedes 
Monom einen Coefficienten jener erſten Horizontalreihe als Factor enthält, eine Beſtimmung der » — 1 Unbekann— 
ten a unmöglich machen, während doch das Syſtem 9) in dem hier vorausgeſetzten Fall dieſelben ſofort liefert. 
Jede Form, bei welcher ſich K gleich Null herausſtellt, muß daher als unbrauchbar verworfen werden. Unſer Re— 
ſultat iſt alſo, daß K nur eine ganze, poſitive oder negative Zahl ſein kann. Wir wollen ihr den Namen Charak— 
teriſtik beilegen, weil von ihr, wie ſich zeigen wird, ganz allein die Entſcheidung über Vollſtändigkeit oder Unvoll— 
ſtändigkeit der Formen abhängig iſt. 

Als Beiſpiel diene wieder die Gleichung 7071 + 30% + 42 % + 1052, = 8009, für welche die Form 

aufgeſtellt wurde 


8 ＋ 6 72 — 9 13 

172 190 — 20. 7 573 
* — 711 ＋ 14 ＋ 21 73 
11 ＋ 611 — 2 73 


Die hier zu bildenden Determinanten ſind 


— 10, — 20, 5 17, 14, 21 | % 0 = | 0, 6, —9 | 
/ / TON 60; — +34.42 0 69 —=— 34.3010, al, 5. 4 105 
| 
Rt | 00.8, 9 E 0 NET 
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IV. Von den Grenzen der Veränderlichen. 
Die Form 6) liefert folgendes Syſtem von Ungleichungen 


| MI T 4% fi ＋ 4% fa ＋ 4% a .. + 4% 1 ia, > 0 
Me T d, i ＋ 4% fz ＋ ds a .. d 1 0 
19) %%%%TTTCTCCTTCCCCTCCCCCT +... Fan m 0 
| TTV VV 


Dieſe n Ungleichungen müſſen benutzt werden, um für die Veränderlichen “ Grenzen abzuleiten. Sind die 
A, ſämmtlich poſitiv, fo iſt die Anzahl der Auflöſungen für die urſprüngliche Gleichung immer eine beſchränkte; das 
Syſtem 9) zeigt dann, daß unter den Coefficienten à einer Colonne in 6) mindeſtens ein negativer fein muß, höch⸗ 
ſtens n— 1 negative fein dürfen, damit die Summe Null erzeugt werden könne. Iſt auch nur eine einzige der Grö⸗ 
ßen A, negativ, fo find immer unendlich viele Löſungen möglich. Erwägen wir für den erſten Fall, daß die Glei⸗ 
chung 1) auch geſchrieben werden kann 

20 rr (A A) A ee, N) 
eine Schreibart, welche den früher ſtreng bewieſenen Satz, daß jede Unbekannte von n—1 Veränderlichen abhänge, 
gleichſam unmittelbar vor die Augen führt, halten wir dann 20) mit der erſten Gleichung von 6) zuſammen 
%% (—ꝑ—Lʃ — On 1 
wo alſo an die Stelle der Unbekannten in 20) rechts die Veränderlichen t getreten find, jo ergiebt ſich folgendes: 
Da die Größen z in beſtimmten Grenzen eingeſchloſſen find, die ſich leicht für jede einzelne finden laſſen, wenn man 
allen übrigen den Minimalwerth 1 beilegt, ſo daß z. B. 
2273 0 11 = E ((A — 4 — 4 -. 441) 

jo muß daſſelbe mit den Größen t, welche durch 6) mit den Unbekannten x linear verbunden find, der Fall fein, 
d. h. es muß möglich ſein für jedes ? aus dem Syſtem 19) eine obere und eine untere Grenze zu beſtimmen. 
(Ebenſo haben wir einen zweiten Fall, Unbegrenztheit der x nach einer Seite und darum auch nur einſeitige Be— 
grenzung der ). Man kann mithin jedenfalls zweimal aus den » Ungleichungen n—1 derſelben fo auswählen, daß 
durch Multiplicationen mit poſitiven Größen und darauffolgende Additionen alle ? mit Ausnahme eines vorher be= 
ſtimmten verſchwinden, daß man alſo 2 Ungleichungen erhält, welche unmittelbar, die obere und untere Grenze des 
gewählten & liefern. Allgemein iſt dieſe Operation nicht ausführbar, es läßt fi) nur angeben, daß die Coeffieienten 


der & in den Ungleichungen Determinanten von der in III behandelten Art find. Man erhalte z. B. 


DAR ⁰ ppMP.( ⁵ 2 NPD E RR 
ei %, hr ,,, , Sr 


wo F und ihre Entſtehung den Abſolutgliedern der Ungleichungen 19) verdanken, und wir die Determinanten als 
poſitiv betrachten dürfen. Mit Rückſicht auf 18) folgern wir dann 
u) 
I 
Iſt die Grenzbeſtimmung für 2, erfolgt und kann daſſelbe m Werthe annehmen, fo erhält man durch Ein 
ſetzen derſelben in 6) m neue Syſteme, die eine Veränderliche weniger enthalten und ebenſo behandelt werden müſſen, 
wie eben 9) behandelt wurde, um ſchließlich, nach Beſtimmung der Grenzen für die letzte Veränderliche durch Ein- 
ſetzen der für fie gültigen Werthe ſämmtliche Löſungen der 1) zu erhalten. 
Man erhält, z. B. für die in III benutzte Form der Gleichung 70 + 42 % + 30 % + 105 x, — 8009 


die Grenzen 3 =. = 
11. — 3 2 


Aus den Grenzungleichungen 24) ergiebt ſich ſofort, daß der Spielraum der Veränderlichen im umgekehrten 
Verhältniß zur Größe der Charakteriſtik & ſteht, während die Anzahl von Löſungen, welche eine aufgeſtellte Form 
umfaßt, ſich im Allgemeinen in direkter Beziehung zur Größe des Spielraums der & befindet. Daraus würde folgen, 
daß für den kleinſten Werth von &, welcher nach III offenbar & 1 ift, die größtmögliche Anzahl von Löſungen 
umſchloſſen würde, d. h. K = 1 müßte das Kennzeichen für die Vollſtändigkeit einer Form fein. Indeſſen ift 
dieſer Beweis nicht ſtreng genug und nur für eine Gleichung mit poſitiven Coefficienten A gültig. Wir geben des⸗ 
wegen im Folgenden ſtrenge Nachweiſe des Kriteriums für die Vollſtändigkeit einer Form. 
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Art, 2 al 
V. Aufſtellung des Kriteriums für die Vollſtändigkeit der Formen. 


Eliminirt man aus den » — 1 Gleichungen des Syſtems 6) alle t mit Ausnahme von t, ſo ergiebt ſich 


] 
n | 1 — Ay 4%, 4%, 41 
6271. 62727 4273, RC Agm—ı 2 — 2 U 62727 4273 +» » dom-—ı 
63,1, 63727 43753, * 6371 3 5 Ad, 63527 6373, 8 437 —1 


, e 


171; 41727 4-173 932 An- 1m—ı In—ı — . 172 173 ER An—ım-—ı 


oder wenn wir die rechte Seite mit N, bezeichnen 


2 5 (1, 2,3, 1) . 
und mit Berückſichtigung von 18) 


e e ,, Ne 


Bildet man die analogen Ausdrücke, indem man nicht die nie, ſondern die » — 1!: Gleichung in 6) aus- 
läßt und dann die n Gleichung als erſte anſieht u. ſ. w., jo entſteht folgendes Syſtem: 


[E K A. h N. 
| KA NUNG 
C 


DI KAHN, 
28) = 


| (> 164.5 KA, 11 = Nn-ı 
| RATING 

Dieſen Gleichungen müſſen alle Werthe, die t, annehmen darf, genügen. Wir haben daſſelbe ganzzahlig 
vorausgeſetzt, es könnte aber ſehr wohl fein, daß dieſem Syſtem gebrochene Werthe für ut, genügten, wenn nämlich 
der Nenner des betreffenden Bruches in K aufginge; in die Größen 4 kann derſelbe nicht aufgehen, weil dieſe 
keinen gemeinſamen Theiler > 1 haben. Für die Größe 71 und analog für die übrigen t ließen ſich demnach folgende 
wirkliche Brüche als dem Syſtem 28) genügend ſetzen: 


29 4 2 u K—1 K+1 K-+2 2K — 1 2K+1 2K ＋ 2 
r ER, SR K IR SC: K K IE EICHE N, 


7 7 9 2 7 7 — 5 


Dies weiſt unbedingt darauf hin, daß die Gleichung 1) noch Löſungen beſitzt, welche aus der Form 6) 
mit der Charakteriſtik K nicht erhalten werden können, weil dieſelben gebrochenen Werthen der Veränderlichen ent— 
ſprechen, während dieſe in 6) nur als ganzzahlig angeſehen werden dürfen. Dieſes Vorhandenſein weiterer Löſungen 
iſt nur dann nicht möglich, wenn 

30)....K=+1 


iſt, fo daß hierin nothwendig das Kriterium für eine vollftändige Form gegeben iſt. Alle Formen, bei denen K? 
1 iſt, find als unvollſtändig zu betrachten, wiewohl es in einigen fpeciellen Fällen vorkommen kann, daß 
ein Unterſchied zwiſchen vollſtändigen und unvollſtändigen Formen nicht exiſtirt. So ſind für die Gleichung 
11 + 17% = 157 die beiden Formen 

17. und v = 5 + 517 

d = 6 — 111 . D 6 — 331 
von denen die erſte die Charakteriſtik + 1, zweite + 3 hat, vollſtändig, weil eben nur eine Löſung für jene Glei— 
chung exiſtirt. Im Allgemeinen find uufere obigen Behauptungen richtig. 

Für eine vollſtändige Form lautet das Syſtem 18) ſo: 


F 


D (2, 3, 4, . . * — 1, 0 A 41 
1 
S i 
,,,, 12) A, 
+4 
9 (5/% % nl 3) li 4A, 


D (25 ＋＋ 1, 2p +2, 25 ＋ 3. . 1 1, 2 ł % 1% ( 


31 LEE 2 n, 1% % p A 
7 . . 2 — 3 n — 2) EA, 
5 d, 2,3, eee ,, 


wo die oberen Vorzeichen und ebenſo die untern zuſammengehören. 


Wenden wir das Gefundene auf die einfachſten Fälle an, ſo iſt zunächſt für 
32) n A, 1 ＋ 4½ % = 4 
bei einer vollſtändigen Form D (2) = an = A, PD = ⁹οe½ = ( 1) 42 = 42, ſo daß für eine 
Gleichung mit 2 Unbekannten nur eine einzige vollſtändige Form 
N 5 =I 42 1 


33% neue i 
N Ir 


exiſtirt, wie auch ſchon in III. gezeigt wurde. Die doppelten Vorzeichen reichen nicht hin einen Anſpruch a uf 2 voll⸗ 
ſtändige Formen zu begründen. Für 


% e e An eee 
hat man bei einer vollſtändigen Form 
1 (2,3) = Ay, 43, — 43,1 % = A, 
35) / a 
//  eee 


Eine Anwendung auf die in der Einleitung für die Gleichung 212 ＋ 29% + 53 2 = 800 aufgeſtellten 3 
Formen zeigt, daß die beiden erſten vollſtändig ſind, während die letzte wegen der Charakteriſtik — 5 unvollſtändig 
iſt. Die in III. für die Gleichung 70x, +42 x, + 30 * + 105 2, = 8009 aufgeſtellte Form ergiebt ſich eben⸗ 
falls als eine unvollſtändige, weil fie die Charakteriſtik — 34 befißt. 


Da die Frage nach dem Kriterium für die Vollſtändigkeit der Formen einen weſentlichen Theil unſerer Un⸗ 
terſuchungen ausmacht, ſo möge noch ein zweiter Beweis für den Satz, daß die vollſtändigen Formen durch K 1 
charaktriſirt ſind, hier Platz finden. Soll das Syſtem 6) vollſtändig ſein, ſo muß man, wenn irgend eine Löſung 
der Gleichung 1) durch 


36 %% œ n:! ᷑é r , 

dargeſtellt wird, wo L und Wals nicht identiſch angenommen werden, aus dem Syſtem 
LI MI ＋ 4% i ＋ 4% 2 + 4% 8 .. 4 % 1 
Lz = A ＋ d, fi ＋ 4% % ＋ 42% as T.. . 4½% 1 11 
% La = Ms ＋ 43,1 b + 4% fz ＋ 43% a .. . + 4% imma 
2. = Mn. ＋ dn, 71 ＋ d 2 + ds kz E. . 4 d in, 


unter allen Umſtänden ganzzahlige Werthe für die Größen t ableiten können. Für t, erhält man aus 37) 


I 


„„er hat Ep 
L H, d,, G,, > Kam 
, An 
44, 2,3 „ V=| eee Ma 
C 
Aus den Gleichungen 
A1 MI ＋ 42 M +4; M; -+.... . 4,1 Mo ＋ A, M., = A4. 39 
41 LI ＋ 42 La +4 L .. . . + 4,1 LI ＋ A, L. = AX. 40 


welche nach 5) ſtattfinden, ergiebt ſich 
A (Li — MII T 42 (LZ — Ma) ＋ 4 (L. — M;3) . . + An-ı (Li — Mu-) ＋ 4, (IL. — M.) = O. . (41 


eine Gleichung, welche daſſelbe Ausſehen hat, wie die des Syſtems 9). Daraus ſchließen wir, daß ſich für 1) auch 
folgende Form aufitellen läßt: 


1 =M, (LI — AI) ti + 4% tz T 41% ka . . 41% 1 11 
% , M2 ＋ (Lz — z) ti ＋ 42,2 fz ＋ 42, f- +: ---- 5 
23 = M. ＋ (La — Mg) ti 4 43, fz ＋ 43%, fs .. 44 4% 1 —1 

ZINN BERN... 

i Ha- + (In - Hi) i ＋ d 1% bz ＋ d- 6 P.. . 4 d- 1-1 1 

Vn — NM. + Wr = M.) 71 17 Ang t, ＋ dn, 3 73 ＋T＋ . . Anm-ı 1 1 

heißt die zu 42) gehörige Charakteriſtik &, fo geht 38) mit Rückſicht auf 18) über in 


„ EEE At (AEREM, 
44) .. . oder . = : K 
Da k von der Wahl ver fpecielen Löſung L abhängt, im Allgemeinen alſo in keiner Beziehung zu K fteht, 
jo kann t, (und Gleiches gilt für die übrigen 2) nur dann immer eine ganze Zahl werden, wenn 
K 1 
iſt; dies iſt aber das ſchon früher angegebene Kriterium. 


VI. Das Euler'ſche Verfahren. 


In der Einleitung wurde darauf hingewieſen, daß die Frage, ob die jedenfalls für die Praxis immer zu 
empfehlende Euler'ſche Auflöſungsmethode ſtets allgemeine Formen liefere, noch nicht beantwortet ſei. In den bishe— 
rigen Entwickelungen liegen nun die Mittel zur Bejahung dieſer Frage, wie jetzt gezeigt werden ſoll. Es liege wieder vor 

%%% TTT 


Die Auflöſung dieſer Gleichung läßt ſich auf die einer Gleichung mit n—1 Unbekannten in folgender Weiſe 
zurückführen: 


Es werde A — A, v, e, geſetzt, was nur in dem einzigen Falle modificirt werden müßte, wenn die Größen 
Al, A2 . . . An, einen gemeinſamen Theiler g> 1 hätten; um die Betrachtung nicht zu verwickeln, wollen wir 
dieſen Fall ganz bei Seite laſſen; wir bemerken nur, daß 4 — An * = 9 e, zu ſetzen wäre, wodurch in den nach— 
folgenden Operationen nur unweſentliche Modificationen eintreten. Die Auflöſung der Gleichung 
A e Airispeiche A aa 
nach dem Euler'ſchen Verfahren, ergebe folgendes Syſtem mit n—2 Veränderlichen 
| a, =m ＋T 4% fz ＋ Lusts 1. . . Heım-ı 11 
e = M ＋ dz, bz ＋ d½% La tr... di- lu 1 
483 —— = m + 43% lz + 4, iz . + 43% —1 141 


In—ı = Mn—ı an 172 12 * 173 tz * En n—ım-ı In 


, 


welches die Charakteriſtik K 2 beſitze, fo daß mit Rückſicht auf 24) 
i 62727 6273 N 49 1 
43, 2, 63,3 631 


1 V . 


41/2, UGu-173 . n- 11-1 | 
Die Größen m in 48) enthalten alle noch „ d. h. 4; ſubſtituirt man deswegen daſelbſt für , wieder 
den Werth A — An &n, So entſteht, wenn m, = M, + d, a, iſt, für 46) folgende Form: 
I = I +ıd, n + 41% tz ＋ Bra iz T.. . + Aım-ı ba-ı 
% = M ＋ dz % + %% le + 42 3 . # G2, i 1 


| s = Ms ＋ dg an ＋ Ayo, ＋ 43, 3 .. 4 Aym-ı 1 ® 
SO a een 

i Mi . d n . dn % 1 ＋ Gn s „„ mm ee 

| Vn — + n 


in welcher eine Unbekannte die Rolle einer Veränderlichen übernommen hat. Es ſei die Charakteriſtik von 50) gleich 
ſo iſt nach 18) | 

di, Syrar 61%, 411 

„„ A 


)%%ͤ . - Aamıı 


1 
DL) Ne /// cc e An 


Ip, Im, In-ır +. una 


Subſtituirt man die Gleichungen 50) in 46) ſo entſteht folgendes Syſtem, welches 9) analog ift: 
Ai di + Ad, ＋ 4; d .. . 4 4,1 d- = — An 

| // 7 5030 7... Ar nd 
A1 4% dh Aa los +. A a. + oO 


A, 611 + 42 4 1 + As; Igm-—1 + ones —— 1 n In- 1 — 0 
Hieraus folgt 


di, sy 43 „ ** A — An, da, „ 
41%, 42/2, (% „ „(4172 O, 4%, %% , . 4117/2 
1 
53) 4 W ee ee, al N 9 42/3, 3,3 . . - 173 
Rs 1 757 ee 
6-17 n- 1 3-1, RR C 1/1 ; 0: 2-1 10 a Un | 


Die Determinante links iſt bekanntlich identiſch mit der in 51). Die Determinante rechts redueirt ſich auf 
42527 4372, . A272 


4273, 373, n- 173 


Gan-, Ga i . n— m-ı 


und dieſe Determinante iſt wieder identiſch mit der in 49), ſo daß wir haben 


Be 2 


al e ee AU U 
Wdbdder U) Ku ee, 7 
Es läßt ſich nun die Löſung der Gleichung 47) ebenſo auf die Gleichung mit n—2 Unbekannten 
n e 


zurückführen, wenn „ — An-ı In-ı = „= geſetzt wird; die entſtehende Form habe die Charakteriſtik Ks, dann 
haben wir analog 56) 
59% Bay. 
und bei entſprechendem weitern Zurückgehen 

| Br’ Kn-3 —— K 4 


5 . — ER, 


Ku. = Ku 


59). 

. 

— K. KI 
indem wir ſchließlich bei der Gleichung A, 1 + A, % = 23 anlangen. Es iſt alſo nur noch nachzuweiſen, daß 
das Euler'ſche Verfahren bei einer Gleichung mit 2 Unbekannten eine vollſtändige Form liefere. Daſſelbe kommt 
hierbei im Weſentlichen auf die Verwandlung des Bruches 4:4, in einen Kettenbruch hinaus, fo daß das ſchließ— 
lich vorzunehmende Rückwärtsſubſtituiren den eingeführten Veränderlichen nothwendig die Coefficienten A, und A, 


wieder liefert; wir haben nun in V gezeigt, daß die einzige vollſtändige Form für eine Gleichung mit 2 Unbekannten 
jene Coefficienten A, und A, enthalten muß; es muß folglich 


600 KI 41 
ſein, und die Gleichungen 56), 58) und 59) ergeben dann augenblicklich, daß auch 
6175 AN. Ku = 4 1 62) K. 1 41 


iſt, wodurch die Form 50), welche durch das auf eine Gleichung mit n—1 Unbekannten angewandte Euler'ſche Ver⸗ 
fahren erhalten wurde, als eine vollſtändige charaktreſirt wird. 


VII. Conſtruction der urſprünglichen Gleichung. 


Nachdem die Hauptfragen im Vorhergehenden erledigt worden, wenden wir uns zu andern Unterſuchungen, 
welche zu einer einigermaßen vollſtändigen Behandlung des betreffenden Gebietes nothwendig ſcheinen. 

Die Aufgabe zu einer gegebenen Form die urſprüngliche Gleichung zu conſtruiren kann mit Hülfe früherer 
Sätze leicht gelöſt werden. Zunächſt bildet man die Determinanten des Syſtem's 18); dadurch gewinnt man 


K. Ai K. I.. .. KA,, woraus durch Weglaſſung des größten gemeinſamen Theilers die Coefficienten A der Ur— 
gleichung hervorgehen. Das Abſolutglied wird dann durch die Gleichung 
n Am 


gewonnen, wodurch alle Theile der Gleichung bekannt ſind. 

Ebenſo iſt nun die Löſung der Aufgabe möglich, aus n gegebenen Löſungen, welche jedoch einer nachher zu 
beſprechenden Bedingung genügen müſſen, die Urgleichung abzuleiten. Die Löſungen ſeien, wenn die in den einzel— 
nen Colonnen ſtehenden Größen zuſammengehören, vorgeſtellt durch 


1 My 1,2, 72s, „„ n 
2 — ,, z, s, Man 
64) g My, 3,2, zj 7 
s | In = My, 17 72 N/a * Mm 


In derſelben Weiſe wie bei 39), 40), 41), ergiebt ſich, daß für die Coefficienten à der Form, die wir zu— 
nächſt aufzuſtellen beabſichtigen, Ausdrücke wie % — ms verwendet werden können, wodurch z. B. folgendes Syſtem 
gewonnen wird: 5 


| 0 =m + (11 m1, 2) 11 ＋ (mi - m,) fz + (i Mus) C3 + ----T (1,1 — Mn) f 
' % = mg ＋ (My — mg, 2) 1 ＋ (n, m,) lz ＋ (, 2,4) T3 .. . + % — Man) 1 
65) 2, = mn + (my, — M3, 2) Fi + (3,1 — 3,3) lz + (n=, = M,) fs .. . + (My, — 3 n) l —1 
| n = Mn E (Ma, — 2) 1 (ma, i Me) tot EN ß (Mui mn) l 1 


Daraus beſtimmt man in der vorher angegebenen Weiſe die Coefficienten und das Abſolutglied der Urglei⸗ 
chung. Dieſe Beſtimmung wird jedoch unmöglich, wenn die Determinanten des Syſtems 65) Null werden, was bei 
allen eintritt, wenn eine einzige verſchwindet; denn da keiner der Coefficienten 4 Null werden kann, ſo muß dann 
K verſchwinden. Tritt dieſes ein, ſo iſt damit angedeutet, daß für jede Zeile in 64) ein und dieſelbe Gleichung 
exiſtirt, welche die nue Löſung aus den n—1 übrigen zu berechnen erlaubt, d. h. daß die in 64) gegebenen Löſungen 
nicht unabhängig von einander find. Unabhängigkeit der Löſungen von einander iſt alſo weſentliche und einzige Be⸗ 
dingung. Es iſt übrigens gleichgiltig, wie man die Differenzen % — mis zur Bildung der Form auswählt, die 
Charakteriſtik bleibt ſtets dieſelbe. Ein Blick auf eine der Determinanten, z. B. 


Mir SB? 1727 2171 5 7 73, 7,1 — 775174 8 7²¹171 Mn 
mai M,, mi, Ms, Mai — Mara: - Myıı — Mom 
7351 Fra, 773,2, 773, N 773,3, 7 3,1 = Mg 14 ER RRI 723,1 Bo Ma m 
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M- 17/1 — M172, Mu- 1 — e- 113, Mi — M17 4 + - 171 — Mn—ım 


zeigt, daß alle möglichen Differenzen /, — me, ſoweit fie den n—1 erſten Zeilen von 65) angehören können, in 66) 
durch den Satz der Determinantenlehre hervorgerufen werden können, nach welchem der Werth einer Determinante 
unverändert bleibt, wenn zu den Elementen einer Eolonne die mit einem beliebigen gemeinſchaftlichen Factor multi⸗ 
plicirten Elemente einer anderen Colonne addirt werden. 

Ein weiterer Schluß iſt der, daß 2 unbeſtimmte Gleichungen des erſten Grades mit je » Unbekannten höch⸗ 
ſtens n—1 von einander unabhängige Löſungen gemeinſam haben können. Beſitzen fie mehr gemeinſame, fo müſſen 
ſich aus jenen n—1 Löſungen die übrigen ableiten laſſen. 

Wir geben ein einfaches Beiſpiel; es ſei 

4 17 13 10 3 
5 6 
E 1 
„ 6 
Daraus läßt ſich folgende Form bilden: 
1 17 , 4 f +74, + 14 55 


8 
l 


= 
| 


i = 4 , 27% + u 7 9% 
))) TT 


Man findet ferner 
02,38, 4) = 29 = ＋ K. A1; P68, 4, 1) 28 K. J,; D (4, 1, 2) 6. K. J; DI, 2,3) = 25 K 4. 
Es iſt mithin K = + 1, die Form alſo eine vollſtändige, ferner 4 = 17 A4 ＋ 5 42 ＋ 4 43 ＋ 4. = 682, 
ſo daß die urſprüngliche Gleichung für das gegebene Löſungsſyſtem heißt: 
29 * ＋ 28 % +68, + 25 % = 6832. 


VIII. Transformation der Formen. 


Um den Zuſammenhang zweier Formen für eine und dieſelbe Urgleichung ausfindig zu machen, iſt es noth— 
wendig, die Art und Weiſe, wie man aus einer Form beliebig viele andere herleiten kann, zu beleuchten. Wir wol— 
len zu dieſem Zweck in 6) an Stelle der Veränderlichen t, die Veränderlichen s ſetzen, die mit jenen durch folgendes 
Syſtem verknüpft ſind: 


175 2 81 + Urn s + 1 115 33 1 2 87 —1 

75 3ͤ bd, % FE Dame nm 

g by Si + 53% 82 + 53, 53 . / % 1 81 
6 — N 51 Ar 5 1 82 + 5 83 * 2a 6 E Bm Sn—ı 

wo die Größen 5 ganzzahlig find. Bezeichnen wir die aus demſelben in der Ordnung, wie fie in 67) ſtehen, gebil- 


dete Determinante durch Y (B), fo ergiebt ſich bekanntlich unter der zur Unabhängigkeit der Gleichungen 67) von 
einander nöthigen Voraus ſetzung, daß D (B) nicht Null ſei 


8% e 1 n 
D (8) 
wo man den Zähler erhält, wenn in der Determinante D (B) an die Stelle von by, 52,1 . . . -/, die 
Größen t., t, . . . iu gelegt werden. Analog find die Ausdrücke für die übrigen s, der Nenner iſt immer D (B). 
Die Form 6) geht durch 67) über in 
21 —M, + (a, 0% ＋ 4% 52/1 ＋ 4% 68% M. + 41% 1 51710 81 
| + (&ın 5 + Bra 5272 + 4173 53,2 4 ꝗ ⁊ s 4m-ı 5 —172) 82 
+ (41,1 dim-ı T 41% dam-ı ＋ Aura U 1 .. . 41% -—1 Par 1) 8-1 
©, = + (4,1 01,1 + 42, 52,1 ＋ 42, dr P.. . 7 42/1 6-171) 81 
+ (42, 5% + 42½ 2/2 + d, % E.. . Bam b 12) 82 
| + A 
+ (42,1 511 + 42752 5271 rn 4273 531 F e ir 42-1 5517-10 Sn—1 
| . = Mn + (4,1 01,1 ＋ 4% bz, 1 T Uns 3,1 K... . + Bam dn- 1,1) 81 
+ (an, 51/2 ＋ du, 2 52/2 I dns 53% EF... . 7 di, 1 5172) 82 
rn 
\ 115 (4,1 51-1 + Anz 5271 ie 4e 535 1 + erste ei Inm—1 Dn-1 et) Sn—] 


Die Coefficienten der s in 69) find in derſelben Weiſe gebildet, wie die Elemente der Determinante, welche 
durch Multiplication zweier Determinanten von gleicher Elementenzahl entſteht. Bezeichnen wir die neuen Coefficien— 
ten durch e und ſtellen durch D (Cp) eine Determinante vor, welche aus den Größen „ aller Gleichungen in 69) 
mit Ausſchluß der pt in der Art gebildet iſt, daß die p + 1 und die darauf folgenden Gleichungen an die Spitze 
geſtellt werden, durch D (Ap) alſo die analog aus 6) gebildete und früher durch ( ＋ 1, p ＋ 2, . . . . , 1, 2 
. . . 5 —1) bezeichnete, fo iſt 


MM D (Cy) = D (Ap). D (B) 
Nach 18) kann man hierfür, wenn k die Charakteriſtik von 69) iſt, ſchreiben 
e SS 


Soll mithin die Charakteriſtik der Form 6) bei der Transformation, abgeſehen vom Zeichen, ungeändert 
bleiben, ſo muß . 
ae. .\. DES 
jein. Dann werden die beiden Formen 6) und 69) als äquivalent, d. h. als ſolche bezeichnet werden dürfen, welche 
genau dieſelben Löſungen liefern; denn aus 68) geht hervor, daß unter jener Bedingung alle s ganzzahlig werden, 
daß mithin die zu einer Auflöſung von 1) gehörigen Werthe von t correſpondirende Werthe von s liefern, welche die— 
ſelbe Löſung aus 69) finden laſſen und umgekehrt. Gleichheit der Charakteriſtik (abgeſehen vom Zeichen) und der 


e 


beſonderen Löſung reicht indeſſen durchaus noch nicht zur Aequivalenz hin; es muß vielmehr, wenn dieſelbe ſtattfin⸗ 
den ſoll, eine Transformation mit dem Modulus & 1 möglich fein. Unterſuchen wir deshalb, wenn ſich die Form 
6) in eine andere 

a, = MI + 1% 81 + % 82 + ya 83 P. 4 11 9-1 

75%ͤ ͤ d tt ten 

2 = M= + 3,1 81 ＋ 63, 82 + 03, 83 .. . + Cam-ı 851 


2 — Mn + Emıı 
transformiren läßt, wenn wir die Subſtitution 67) jedoch ohne die Bedingung 72) vorausſetzen. Wir haben beiden 
Formen dieſelben beſonderen Löſungen gegeben, weil beide Formen, ſoll anders eine Transformation überhaupt denf- 
bar ſein, mindeſtens eine Löſung, die wir zur beſondern machen dürfen, gemeinſam haben müſſen. Vergleichen wir 
69) und 73) Glied für Glied, jo ergeben ſich für die (n—1)? Unbekannten 5 ſcheinbar n (n—1) Gleichungen, mehr 
alſo, als nöthig find. Erwägt man jedoch, daß, wenn in einer Colonne von 69) n—1 Coefficienten mit denen der 
entſprechenden Colonne in 73) übereinſtimmen, dieſe Uebereinſtimmung ſich wegen 9) auch auf die beiden nien Coef⸗ 
ficienten erſtrecken muß, fo redueirt ſich die Zahl der Gleichungen auf die der zu beſtimmenden Größen db. Dieſe 
(2—1)2 Gleichungen laſſen ſich in n—1 Syſteme zerlegen, jo daß jedes Syſtem von n--1 Gleichungen die Coe fü 
ten b einer 1 5 in 67) als Unbekannte erhält. Wir haben 
41% 51% E bar Das Un Da , e 


N 16271 5171 + 16272 52,1 —— 61273 53,1 + . + dom—1 DS — 6271 
Erſtes 


Syſtem. 


G- 171 bu, als Du); + An 113 %% 51 171 — %-11 
41% % ＋ 4% 2% + 4% darı W... . ½ 4% 1 dung = 01% 
4,1 b½ ＋ 42, Dar + 4% 63% r... 42,1 61% — 02,2 


ei 


Syſtem. 


Zweites ö 
Syſtem 
. 171 Dr A. 172 Ders 118 173 53,1 . Tr An—1m-1 52172 = Cn 172 
| | 6171 DEN = 61172 Do — 6173 53791 — 2 „423 + 4-1 9 = 617-1 
| 42. 71 Bm ur 62,2 5211 * d, b 371 — 1 = „ n- 1 55 1771 = 0271 
%%% tn 1a Dam F in 113 Pam 1 ee im bu 1m-1 = C= 171 


Wir wollen die weiteren Unterſuchungen nur für 5½%½ führen, da die Reſultate ſich ſofort auf die übrige 
b ausdehnen laſſen. Das erſte Syſtem ergiebt für d,,, 


61717 61572, 653 RS 6617 —1 
62717 2,2, Bay ̃ : 02/1 
1 0 643,2, C3, z . Igm-- 
75) r Bon), .. 3/17 3/27 373 ın—-] : D (4, 2° 3 „ sm) 
Cn 1/1, Un- 172, Un-, An- 171 
Bedenkt man, daß wegen 


FO REBEL 2, 6171 * A, 62 * 43 ii A —1 n-11 + At, id 
das Syſtem f 


P 


1 =4M; + 6171 71 — 6172 12 + ae... + 617-1 1 —1 
2 —— M, — 6271 71 en 6272 12 . + Gan- | 1 
(Name, 
| ar N. 1 ii In 19a E rt ee 1 
In = M, 9 0171 t, Mr 4372 12 re 9 % e 15 Enm—1 un 


ebenfalls eine Form für 1) wäre, jo geht, wenn K,; die Charakteriſtit derſelben und K, wie gewöhnlich die der 
Form 6) vorſtellt, die Gleichung 75) auf Grundlage von 18) über in 


80 ene e , A EEK. Kı 
ganz allgemein iſt alſo 
F Sue Bande 

Da die Größen 5 ganze Zahlen ſein ſollen, ſo ergeben ſich daraus unmittelbar folgende Sätze: 

Aus einer Form läßt ſich eine zweite nur dann durch eine Subſtitution ableiten, ſobald ſämmtliche Charakte— 
riſtiken, welche man erhält, wenn dadurch, daß man alle Colonnen der zweiten Form nach einander in Stelle je ei— 
ner Colonne der erſten Form ſetzt, neue und zwar (n—1)? Formen entſtanden find, durch die Charakteriſtik der erſten 
Form theilbar find. Die Quotienten find zugleich die Coefficeienten der Subſtitutionsgleichungen. Iſt dann Y (B) 
oder, was daſſelbe iſt, 1 (K) gleich & 1, fo find die urſprünglichen Formen aequivalent. Wegen K = 1 läßt ſich 
jede vollſtändige Form in jede andere vollſtändige oder unvollſtändige transformiren. Für den erſten Fall wird 
D (B) =I, für den zweiten Fall ( (B))? = 92 1 fein müſſen. Die Anzahl der vollſtändigen Formen wie 
die der unvollſtändigen iſt ſtets unendlich groß, da 

f e re) = g2 
immer unendlich viele Auflöſungen zulaſſen; eine Ausnahme findet für eritere Gleichung nur jtatt, wenn n S 2 iſt; 
man erhält 
BIN. DD 
ſo daß die einzige Subſtitution dann, 4—==s, iſt, wodurch die Form, abgeſehen vom Vorzeichen, in ſich ſelbſt 
übergeht. Als Beiſpiel wählen wir die in der Einleitung für die Gleichung 21 + 29x, + 53 2, = 800 aufge⸗ 
ſtellten drei Formen mit den Charakteriſtiken 1, 1, — 5 


Ins, = 14 — 3 7: — 14 7 II Ii = 14 — 2 8 ＋ 58% III x, = 14 — 8771 — 1772 
= 1 ＋ 4 T ＋ 72 % = 1 — 15 81 — 11 5. e eee 
= 9 — tt + 5t, % 9+ 981 — 882 = 9 ＋＋ 2971 + 472 


wo wir nur die beiden erſten Formen, welche vollſtändig ſind, die beſondere Löſung der dritten, unvollſtändigen ge— 
geben und eine neue Bezeichnung der Unbekannten und der Veränderlichen eingeführt haben. Um I in II überzufüh— 
ren ſind folgende Determinanten zu a 

u 


— 2. —14 85 
| ei, 1 % 8 1 sa . 4 155 
woraus ſich wegen K = 1 ergiebt, daß I in II übergeht durch 
451 7 3 
3 N 
Um I in III überzuführen, berechnet man 
87, — 14 — 17, — 14 „ „1 3 
1 19 5, 1 zu 2 10 6 58 Beh. 153; 
man müßte alſo ſetzen 
n 
F r 
Die Zuſammenſetzung beider Subſtitutionen, gilt für die Ueberführung von II in III 
A 1 a Ft 
925% 5 


En N 


X Umwandlung unvollſtändiger Formen in vollſtändige. 

Es ſei unſere jetzige Aufgabe nachzuweiſen, daß das Syſtem 6) wenn A noch nicht = 1 fein ſollte, ſtets in 
eine vollſtändige Form transformirt werden kann. Wenn wir im vorhergehenden Abſchnitt gezeigt haben, daß ſich 
jede vollſtändige Form durch eine ſtets ermittelbare Subſtitution in eine gegebene unvollſtändige umwandeln läßt 
(und man könnte darin einen neuen Beweis ſehen, daß nur die Formen mit der Charakteriſtik & 1 Anſprüche auf 
Vollſtändigkeit erheben dürfen), ſo erhellt aus 71) unmittelbar, daß die Umkehrung nicht ſtatthaft iſt. Ueber dieſe 
Schwierigkeit hilft uns folgende Betrachtung hinweg: 

Die Charakteriſtik K kann in der Form 6) auf verſchiedene Weiſen auftreten, die wir aufzählen wollen. 

1) Es iſt weder & noch irgend ein Theiler deſſelben irgendwo Faktor der Coeffieienten einer Colonne in 6). 

2) Es kommt vor, daß die Cvoefficienten einer Colonne in 6) den gemeinſamen Faktor 9 IB befigen, 
durch welchen, wie die Bildung der Determinanten in 18) zeigt, K jedenfalls theilbar fein muß. 

3) Es iſt K ſelbſt Factor der Eoeffieienten einer Colonne in 6). 

In letzterem Falle iſt das Syſtem durch Weglaſſung des Faktors K, wobei immer noch den Gleichungen 9) 
genügt wird, augenblicklich in eine vollſtändige Form transformirt. 

Im zweiten Fall liefert die Weglaſſung des Factors 7 eine Form mit der kleineren Charakteriſtik K: g. 

Dieſes Weglaſſen muß, je nach den Umſtänden in einer oder in mehreren Colonnen geſchehen und macht 
entweder die Form zu einer vollſtändigen oder führt auf den erſten Fall zurück. Für dieſen ſelbſt ergiebt ſich ſomit 
der Fingerzeig, daß man eine Subſtitution aufzuſuchen habe, welche allen Coefficienten einer Colonne den gemeinſa⸗ 
men Theiler K verfchafft, während fie zugleich 72) genügt. Es möge jene Colonne die erſte des neuen Syſtems fein. 
Wir werden dann die Größen /, Earı ... %, So beſtimmen, daß fie der Bedingungsgleichung 9) 

82) ¶ñ K ＋ A. 05 1 K.. . 4 An ea = 0 
ohne gemeinſamen Theiler — 1 genügen. An Stelle des erſten Syſtems in 74) löſen wir dann 
1% bi ai, ben hc 
| ) ² w Am Dr K 6271 


J mer 5 7„1 + 4 1/2 dar P. . . + m-ım-ı 57171 75 K c 171 
in Bezug auf die Größen 5 auf. Eine Vergleichung mit 75) ergiebt, daß ſich die jetzigen Reſultate von den dortigen 
nur durch das Auftreten des Factors K im Zähler unterſcheiden, mithin 
84) . %% = Kır 


und analog 
85) le Jens 9571 = Kor 
wird. Iſt dieſe Beſtimmung erfolgt, fo werden die übrigen Größen b, nämlich 
57%, 62/275 - - 5 172 
5178 52/3, TEEN N 5 175 
Da Ne een 511 - 
wie dieſelben dem 2er, Zten ... ten Syſtem in 74 angehören, auf unendlich viele Arten durch Auflöfung der unbe— 
ſtimmten Gleichung 
86 B oů 


welche zur Beibehaltung der Charakteriſt ik nothwendig iſt, beſtimmt werden können, wobei allerdings der Fall n = 2 
ausgeſchloſſen iſt. Dabei bleiben im Allgemein en n (n—3) jener (n—1) (1-2) Größen d ganz willkürlich mit der 
einzigen Bedingung, daß die Coefficienten der beiden übrig bleibenden d relative Primzahlen werden müſſen. Durch 
Auflöſung einer Gleichung mit 2 Unbekannten werden dann jene beiden ö beſtimmt. Sind ſo alle Größen “ aufge- 
funden, ſo liefern die n—2 letzten Sy ſteme in 74) die Größen ce mit Ausſchluß der ſchon oben beſtimmten erſten 
Colonne. Stellt man die neue Form zuſammen, ſo hat dieſelbe wegen 86) die Charakteriſtik K, wegen 83) in einer 
Colonne überall den Factor A; fie geht mithin durch Weglaſſung deſſelben in eine vollſtändige Form über. 

Die Auflöſung von 86) wird unmöglich, wenn die Größen „u oder K,,, einen gemeinſamen The iler > 1 
beſitzen, da in jedem Monom der Determinanten eine der Größen 55,Ä 1 als Factor vorkommt. Dies beweiſt, daß 


rer 


dann die in 82) für die Größen , getroffene Wahl einer andern Platz machen muß. Es läßt ſich übrigens leicht 
einſehen, daß ſich ſtets eine paſſende Wahl treffen läßt. Man laſſe die c,,, noch unbeſtimmt, und ſtelle die 5% durch 
dieſelben mit Hilfe von 83) dar; die Subſtitution in 86) liefert dann eine Gleichung, deren Abſolutglied 4, und 
deren Unbekannten 1,1, 2% - - - . 4-1/1 Und alle übrigen Größen ö find, und zu welcher noch die Gleichung 
82) mit der weiteren Unbekannten , tritt, fo daß wir 2 Gleichungen mit (* — 1)? + 1 Unbekannten zu löſen 
haben. Dies kann ſtets ausgeführt werden, da dieſe Unbekannten auch negative Werthe annehmen dürfen. Für n 
— 2 hat eine unvollſtändige Form die Geſtalt: 


N 
kann alſo ſofort redueirt werden. 
Als Beiſpiel wählen wir die Form, die wir in III für 70x, +42 % + 302, + 105 h = 8009 aufger 
ſtellt haben, nämlich 
1 8 ＋ 6 12 — It, 
210 t. 20% 8 65 
„ ˖»;ͤũœ(.vl IE + 20, 
671 — 21, 

Sie beſitzt, wie in III gezeigt wurde die Charakteriſtik — 34, und man ſieht, daß in der Colonne für t. 
überall der Factor 2 erſcheint, durch deſſen Weglaſſen eine neue Form mit der Charakteriſtik — 17 gewonnen wird: 
8 + 3 1½ — 9 73 
10, er bt, 

Den A_ 71-000 Kalt 
. —— 1 + 6 71 N 2 13 
Das Auftreten der gemeinſamen Faetoren in den Coefficienten jeder einzelnen Zeile kann nicht befremden; 


es iſt in Folge der Gleichung 9) eine Nothwendigkeit, da je drei der Coefficienten der gegebenen Gleichung gemein— 
ſame Theiler beſitzen. 


Die letzte Form wollen wir in eine allgemeine verwandeln. Es iſt nach 82) zuerſt 
70 0/1 ＋ 42 % 1 +30 6,1 ＋ 105 6% = 0 


Man genügt dieſer Gleichung durch ci, = 6, , = — 25, 6% = 14, 64, = 2. Weiter erhält man 
6, 812 0, 6, — 9 O, 3, 6 
Kın =- 25, — 10, 5:105=6 K,,ı =— 10, — 25, 5:105=37 Kg, =— 10, — 10, — 25: 105 —=1 
14, 21 — 7, 14, 21 — 7, ＋ 7, 14 


r e, , dhl man nun noch für 5, Dara, 53,2, 53/3 die Werthe 1, 2, 3, 5, ſo 
hat man 


6, % 5173 
D (B) = 37, 2, 5 ⁴ 1 
4, 3,5 
Daraus findet ſich leicht 57, = 1, 52, = — 1 und es geht durch die Subſtitution 
11 = 6 + % ＋ 5 
z = 37 6 4 2% — 8 
= 51 ＋ 35% ＋ 5 83 


die Form mit der Charakteriſtik — 17 über in 
1 8 4 102 81 — 21 52 — 48 83 
2 2 172 — 425 8 — 15 82 + 25 83 
% = 4+ 238 81 + 70 5½ + 9153 
% 1 ＋ 3481 — 45, 


. 


aus welcher man durch Weglaſſung des allen Cvefficienten von t, gemeinſamen Factors 17 folgende vollſtändige 
Form erhält: 


i 8 ＋ 65 — 21 8% — 48 83 
„%% 
% = 4 ＋ 14 51 ＋ 70 5% ＋＋ 91 83 
2, = 1 34 81 — 485, 
# 
Wir machen ſchließlich noch auf den beſondern Fall aufmerkſam, wo man in 82) % = 3, =: =». 171 


— O wählt. Für % hat man dann den Werth A,, für e den Werth — A,, wenn A, und A, relativ prim 
find. Es läßt ſich dann leicht zeigen, daß die Größen 5,1, b, - - - - 1,1 nichts anders find, als die erſten 


Minoren von D (1, 2, 3 . . .. „ — 1), gehörig zu 4%, 2,1 „n- 11, was natürlich für die Rechnung be⸗ 
quem iſt. 


— — N 


Zweiter Cheil. 
Die Anzahl der Auflöſungen. 


l. Einleitende Bemerkungen. 


Die Frage nach der Zahl der Löſungen, welche eine unbeſtimmte Gleichung des erſten Grades beſitzt, iſt 
ſicherlich eine der interſſanteſten in dem ganzen Gebiete der unbeſtimmten Analyſis. Da dieſelbe, ſo weit wir in 
Erfahrung bringen konnten, noch nicht ausführlich behandelt worden iſt, ſo wollen wir in Folgenden das mittheilen, 
was unſere Unterſuchungen darüber ergeben haben. Selbſtverſtändlich ſchließen wir alle Gleichungen, bei denen auch 
nur ein einziger Coefficient negativ iſt, wegen der unendlich großen Zahl der Löſungen aus. Wir ſehen uns ferner 
genöthigt in allen Gleichungen vorauszuſetzen, daß alle Coefficienten, zu zwei und zwei genommen, relative Prim— 
zahlen ſeien, weil ſich uns ergeben hat, daß beim Vorkommen gemeinſchaftlicher Faetoren der Gang der Rechnung 
und die Geſtalt der Reſultate ſich ſehr bedeutend compliciren. Wir werden eine Gleichung mit 2, 3, 4, 5 und 6 
Unbekannten unterſuchen und dabei die Methode gewinnen, wie man zu der Formel für die Anzahl der Löſungen 
einer Gleichung mit n Unbekannten gelangen kann, wenn die entſprechende für eine Gleichung mit » — 1 Unbe— 
kannten bereits bekannt iſt; daran ſollen ſich Betrachtungen ſchließen, welche zur Darſtellung der Formel für eine 
Gleichung mit n Unbekannten führen, und ſchließlich mag eine Anzahl nicht unintereſſanter, nebenbei gewonnener 
Reſultate folgen. Das Hauptergebniß der ganzen Unterſuchung läßt ſich folgendermaßen [unterfuchen] darſtellen: 
Nimmt in einer gegebenen Gleichung das Abſolutglied nach und nach Werthe an, welche Glieder einer arithmetiſchen 
Reihe erſter Ordnung mit einer beſtimmten Differenz ſind, ſo ſind die zugehörigen Löſungszahlen Glieder einer 
arithmetiſchen Reihe von beſtimmter höherer Ordnung, deren ſämmtliche Differenzen bekannt ſind. In jedem beſon— 
deren Falle iſt mithin nur das Anfangsglied zu ermitteln. Ueber dieſe Schwierigkeit find wir nicht hinausgekom— 
men, und es ſcheint uns, daß ſich für das Anfangsglied keine allgemeine Darſtellung geben läßt. Ehe wir unſere 
eigentlichen Unterſuchungen vorlegen, wollen wir auf eine Methode zur Auffindung der Löſungszahlen aufmerkſam 
machen, welche th eoretiſch ſehr einfach, praktiſch in den ſeltenſten Fällen verwendbar iſt. Im erſten Theile, Abſchnitt 
II, wurde dargelegt, daß das Produkt 

I . d , d, e 

wo für die Eoefficienten d die Glieder der natürlichen Zahlenreihe zu ſetzen find, benutzt werden könne, um eine 
ſpecielle Löſung aufzufinden. Während wir jedoch dort uns Abkürzungen der Rechnung erlaubten, werde jetzt die 
Entwicklung nach Potenzen von ? jo weit ausgeführt, bis nur noch höhere Potenzen als 2“ auftreten; es iſt dann klar, 
daß, wenn in dieſer Entwicklung das Monom 7.24 erhalten wird, © die Anzahl aller möglichen Löſungen der Gleichung 
1) des erſten Theils iſt. Gelänge es alſo allgemein den Coefficienten © zu beſtimmen, jo wäre die Aufgabe gelöſt. Es wurde 
uns nahe gelegt © 2 durch ein beſtimmtes Integral auszudrücken, allein die Ermittelung eines ſolchen iſt uns nicht ge— 
lungen, und die Möglichkeit derſelben erſchien durch weitere, von anderen Geſichtspunkten ausgehende Unterſuchun— 
gen fraglich. 

Bevor wir die Unterſuchung einer Gleichung mit 2, 3, 4, 5 und 6 Unbekannten beginnen, ſchicken wir eine An— 
zahl von Bezeichnungen, deren wir fortwährend bedürfen, voraus, bemerken jedoch gleich, daß wir dieſelben ſpäter 
durch einfachere erſetzen werden, was vorläufig nicht möglich iſt. 


Unſere Gleichungen werden ſein die Anzahl der Löſungen derſelben ſei 
a1 i ＋ d% % = 42 F2 (A2) 
14% I ＋ 4% % ＋ 4 U = 43 7s (43) 
. 4 Y ＋ d½ % ＋ d Y, ＋ 4% % = 4 Fr (Ay) 
4,9, +42, ＋ 4 % +, 0%, = As 75 (45) 
4 r ＋ 4% d½ ＋ d +, % +51, 47, = A6 Js (As) 


Es ſei ferner 


a a1 +, = 
„ a1 ra rg = s 
1 e e a +, +75: +, = 
anna . a1 +, +9, ＋ d ＋ 4 =R, 
4,0, 0,0, — Li a, +, 7, +, ＋ a + = s 
F 4 ＋ d ＋ 4% ＋ 4% 
3 a A 415 ＋ ds ＋ 43 ＋ % ＋ 4% = U. 
4 2 ＋ 2 ＋ 43 ＋ 4% ＋ 4% 15 a1“ T 4% trat ＋ as ＋ As = 
FF] 
a1“ ＋ d . 4 ＋ % ＋ % 5 
| Hat ra, +0, rt = 


II. Die Gleichung mit 2 Unbekannten. 


Wir werden die Gleichung 
4) - 0... ͥU ;ĩ?n — 4, 
unterſuchen, um ½ (A,) zu beſtimmen. Wenn wir dabei ausführlicher verweilen, jo geſchieht dies, weil die 
Sache von verſchiedenen Geſichtspunkten aus aufgefaßt werden kann. Als vollſtändige Löſung obiger Gleichung 
habe man gefunden 


55 e 
V 42 — 4, 11 
Daraus ergeben ſich folgende Grenzen für t 
G 1, >04 id an e 
fo daß ti im Allgemeinen einen Spielraum 
„„ E (aa: ai — (- 1: d½)) = E (ai a, + a,0,):P,) = E (A. PY) 


erhält (ſ. erſt. Th. 1); iſt alſo A, > P,, fo hat die Gleichung J) mindeſtens eine Löſung, oder in der Entwickelung 


des Produkts Se. S4 treten ſicherlich alle Poteuzen auf, deren Exponenten > P, find. Der Ausdruck E (A2: P,) 
wird nur dann ungenau, wenn A, ein Vielfaches von P, iſt; wäre 


Se % i e d % 9 
ſo genügt man dieſer Gleichung durch 
9 | 1 
* = 9 d — Al, 


mit den Grenzen 2, — 0, t. <g, So daß im Ganzen nur 9 - 1 = E (A2: P) — 1 Löſungen exiſtiren. Die For⸗ 
mel E (A2: Pu) kann ferner einen um 1 zu kleinen Werth für /, (42) liefern, was z. B. ſtattfindet, wenn 4 nega⸗ 
tiv, a, poſitiv und E (: d½) > E (4½ : d) if. Die Anzahl der Löſungen für 4) iſt alſo entweder 
Ln E (AZ: Pz) 1 oder E (A: Pa) oder E (A2: PA) ＋ 1 
Die weitere Unterſuchung wird dieſe Unbeſtimmtheit verſchwinden machen. Das gewonnene Reſultat läßt 
ſich noch auf einem ganz andern Wege ableiten, den wir hier andeuten wollen, da wir bei einer andern Gelegenheit 
auf denſelben zurückkommen werden. 


41 i +0,20, = 4 ſtellt, geometriſch betrachtet, eine gerade Linie vor, welche die i-achſe in der Entfernung 
42: 41, die ⸗achſe in der Entfernung A,:a, vom Urſprung ſchneidet. Zertheilt man bei Vorausſetzung eines 
orthogonalen Syſtems den ganzen erſten Quadranten durch Normalen, die in der Entfernung 1, 2, 3, .... vom 
Urſprung auf den Achſen errichtet werden, in Quadrate, ſo ſtellen die Coordinaten aller Quadratecken, durch welche 
die gegebene Linie läuft, mit Ausſchluß der etwa auf den Achſen liegenden, die ſämmtlichen Löſungen der Gleichung 
4) vor, die Fußpunkte der dazu gehörigen ½ coordinaten find auf der Strecke 4: der a,-achje im Abſtande a, 
gleichmäßig vertheilt, wie aus 5) hervorgeht. Ihre Anzahl, alſo auch die der Löſungen, iſt mithin 

. E (A2: a1 dz) - 1 oder E (A2: d1 d) oder E (A2: d1 a) ＋ 1 
je nach der Lage des dem Urſprunge nächſten Fußpunktes; liegt dieſer z. B. im Urſprunge ſelbſt und iſt A, durch 
a, theilbar, ſo erhält man den erſten Ausdruck. Man kommt hierdurch auf das früher Aufgeſtellte zurück. 


. ae 


Aus dem Bisherigen läßt fich folgendes ſchließen: 


Alle Zahlen A, von 1 bis P liefern O oder 1 Löſung. 
9 4 te T a a a 1 „ 2 Löſungen. 
7 » H rl, er 5 


1 y 7 ( 1) P ＋ 1 „ p 8 7 
Wir ſehen uns deshalb veranlaßt alle Zahlenwerthe, die A, annehmen kann, in Klaſſen von je P, Glie— 
dern abzutheilen und ſtellen folgenden Satz auf: 


Iſt 1 9 ; A2 = me (mod Pa) 
wo m, eine Zahl der erſten Klaſſe von 1 bis P. iſt, und ferner 
Es Be 
BA On... A = paz PR, + m, 

jo ift DE. Is (Au) = Rot 105) 
d. h. für die Glieder der arithmetiſchen Reihe erfter Ordnung mit der Differenz P, 

ma, m ＋ Na, mi +2 P.. ma + Pa Pa 
bilden die zugehörigen 7 (n), f2 (m + ), J (m +2 P.)... . : Fa (m + p P:) eine arithmetiſche Reihe 


erſter Ordnung mit der Differenz 1 oder P, und dem Anfangsglied /, (m), welches entweder 0 oder 1 iſt. 

Hierdurch iſt die in 10) aufgetretene Unbeſtimmtheit beſeitigt. Der Beweis dieſes Satzes iſt leicht geführt 
Hat die Gleichung 

N an 4 4 & 2,.—=m, 
die vollſtändige Form 3 
Br 6! 
½ = 2 41 F 
ſo kann als vollſtändige Form der Gleichung 
19998 T4, % d b z E m; 

aufgeſtellt werden 


1 = 52 ＋ 52 41 — 41 1 
d. h. 7 darf dieſelben Werthe wie in 17) und außerdem noch p, weitere annehmen, ſo daß ſich ergiebt 
20) .. . . ½ (A2) = V (M;) 
was bewieſen werden ſollte. Es liegt hierin ausgeſprochen, daß ſich zwei Abſolutglieder A, und B hinſichtlich der 
7 (A2) und f, (52) nur dann auf einander redueiren laſſen, wenn 
4A =D, (md P,) 
ein Satz, der ſpäter benutzt werden wird. 


Wir wollen noch, der ſpäteren Verwandlung wegen, die Frage beantworten, wie viele Zahlen m, <P, +1 
exiſtiren, für welche / (n —=1 iſt, für welche alſo die Gleichung a, 2, + % 2, = m eine Löſung hat. Wir 
ſchlagen wieder den geometriſchen Weg ein. Nehmen wir auf der ©, achſe das Stück a,, auf der =, achſe das Stück 
a, vom Urſprung an und verbinden die Endpunkte, ſo ſtellt die Verbindungslinie die Gleichung a, * + 4%, 2, = 
P, vor. Denken wir uns den erſten Quadranten wieder wie früher in Quadrate zerlegt, fo ergiebt ſich ſofort, daß 
die Gleichung keine Löſung haben kann; denn die Diagonale des Rechtecks aus den Seite a, und ©, kann durch 
keine Quadratecke gehen (mit Ausnahme zweier auf den Achſen liegender), weil das Verhältnniß 4: 4, nicht in klei— 
neren ganzen Zahlen ausdrückbar iſt. Für eine Linie a, . + 4, 2, = m, werden die Achſenabſchnitte kleiner als 
a, und ag, d. h. die Linie iſt im erſten Quadranten ganz innerhalb des durch die Diagonale des obigen Rechtecks 
gebildeten Dreiecks, deſſen dritte Ecke der Urſprung iſt, gelegen und der Diagonale parallel, kann alſo höchſtens eine 
Quadratecke innerhalb des Dreiecks treffen, was ebenſo wie der betreffende Fall bei der Diagonale bewieſen wird. 
Die Anzahl der Quadratecken, welche in jenen Dreiecken liegen, ohne auf die Seiten deſſelben zu fallen, iſt mithin 
die geſuchte Zahl der me, welche eine Löſung liefern. Die Geſammtzahl der Quadratecken des Rechtecks iſt (a; + 1) 
(a, + 1), daran fallen die auf dem Umfang liegenden, der Zahl nach 2 (a, + @,), weg, fo daß ins Innere des 
Dreiecks zu liegen kommen, 


Be 


22) e e eee 


2 
Man überzeugt ſich leicht, daß die Diviſion ſtets ausführbar iſt. Da nun f, (m;) immer 1 oder O ift, fo 
iſt gleichzeitig 
SR Pa P, N 22 + 5 
2) e,, ya 2 

oder in kürzerer Form, wie wir es ſpäter anwenden wollen 

22 

%%% 
1 Wr 2 


Es iſt ſehr leicht dieſe Summirung weiter auszudehnen; da wir dies ſpäter nicht benutzen, ſo geben wir nur 
die Formel 
Pa Pe 
2 15. (mz) 2 (Pa 1 
e 


Einen algebraiſchen Weg zur Ermittelung der Formel 24) werden wir ſpäter kennen lernen. 

Am Schluſſe von V findet fih in Tabellenform ein Zahlenbeiſpiel, welches wir nothwendigerweiſe äußerſt 
einfach wählen mußten, weil es ſonſt, wegen des raſchen Wachſens der 7 unmöglich geworden wäre für die Gleichun⸗ 
gen mit mehreren Unbekannten tabellariſche Beiſpiele zu geben. Die Art und Weiſe, wie die Tabellen b) und c) 
aus a) berechnet wurden, wird ſpäter erörtert werden. 

Wir haben in Tabelle a) die 7 für die Gleichung 4 +52, = A zuſammen geſtellt; man findet aus 


a) für die arithmetiſche Reihe 13, 33, 53, .. .. die Werthe 1, 2, 3, . . .. als Löſungszahlen. Bildet man die 
Summe der erſten Colonne der /,, fo erhält man 6. Nach Formel 23) iſt / (1) 59 (2) T. 4%½ (20) 
20 — 9 ＋ 1 

. 


III. Die Gleichung mit 3 Unbekannten. 


Wir gehen zur Aufſuchung der Löſungszahl für die Gleichung 
26) di 2,4 0, 25 403.83 43; 
über. Die Entwickelung des Produktes 864% . Sed liefert lauter Theilſätze von don der Geſtalt f, (5) . 20. Bei 
26) wäre das Produkt 8 . Sed . Szds zu bilden; da nun der hinzugetretene Factor in jedem einzelnen feiner 
Theilſätze nur den Coefficienten 1 hat, während das allgemeine Glied der Entwickelung wieder durch 7, (e) . e dar⸗ 
geſtellt werden kann, fo iſt es klar, daß 73 (e) ein Aggregat von Ausdrücken wie /, (0) fein muß. Nun laſſen ſich 
zwei Ausdrücke /, nach II nur dann auf einander zurückführen, wenn ſich die zugehörigen A, um Vielfache von P, 
unterſcheiden, fo daß dieſelben die Geſtalten r P, + m und gP, + m haben müſſen. Jedenfalls kommen in der 
Entwickelung von 82" . S2 %% die beiden Ausdrücke 7 ( + m) er Fe und /½% (4 P ＋ mn) . 2 4 Fe n 
vor. Beim Hinzutreten des dritten Factors Ss werde jener Ausdruck unter andern mit 2, dieſer mit 2%, mul⸗ 
tiplieirt. Sollen die einzelnen Coeffieienten der neuen Potenzen 2* Pr mn bas und 2 2 Pe n as unter einan⸗ 
der redueirbar bleiben, ſo muß 
27) . . . 7 P. ＋ m ＋ u, = ＋ m + wa, (mod P,) 


ſein, d. h. 
28): Ali) v=w+P,t 
Wir ſchließen daraus, daß eine Reduction nur bei denjenigen Potenzen möglich ift, deren Exponenten um 
Vielfache von P, az, d. h., P,, von einander verſchieden find, ſehen uns alſo veranlaßt alle Zahlen von 1 an 
in Klaſſen von je P, Gliedern abzutheilen. Der Satz für die Löſungszahlen heißt dann: Iſt 


29) . . A,=m, (mod P,) 
wo mz eine Zahl der erſten Claſſe iſt, und ferner 
3% „„ 
ſo iſt 
31%. s (As) E. s 7 5 50 82 — m3) Y + V (m,) 


d. h. für die Glieder der arithmetiſchen Reihe erſter Ordnung mit der Differenz P, 
ma, My + Ps, ma +2 P;, . . m. ＋ i P; 
bilden die zugehörigen 7, (m;), fs (Mm; 3), Js (m +2 P;) % (m; + p, Pz) eine arithmetiſche Reihe zweiter 


i P. — 2 
Ordnung mit der erſten Differenz + mz, der zweiten P;. 


Den Beweis dieſes Satzes führen wir folgendermaßen: 


In der Entwickelung von 8 . S . Seas entſteht die Potenz e 4 —zPs Ps us aus folgenden Pro- 


dukten: 

7 Os Ps ＋ m; — dg). 2 %s I 

J Os Ps ＋ . — 2 43) . 2 8 e, Bde e 

72 (1 Rs „ Pre Hm, aa a © 

e f Pe Ha na En) aan CE 1)ar 
327 > l P, ＋ m. = 2 P, %). 2 58 P, ＋E M. 2 P % 2 2 P. a5 


772 (Ds Ps , n 


|’: (Pr, Tun, = ) 4 ＋ 1) 4%) s P; ＋ m. — (Os — 1) PZ ＋ 1) 43 2 (Cs 1) P ＋ 1) 45 


72 (Ps 2 + mz — P3 7285 V 2 s P , 
ferner aus (es iſt P, ds = 3) 
Farm, e e ©. 2 O Fa ＋ 1) 45 


| 5 (m; e „2 Os Pz ＋ 2) 45 
a 
| U n a la, ) 5 la z 2 (vs Pa +Da; 
wenn E (m, :a,) = I ill. 
Es iſt alſo /, (A;) nichts anderes als die Summe ſämmtlicher Coefficienten 7 in den Ausdrücken 32) und 
33). Ferner iſt es leicht zu ſehen, daß 33) geradezu 75 (nz) liefert, wenn man die dortigen ½ addirt, weil in 33) 


alle möglichen Entſtehungen der Potenz s regiſtrirt find, ſobald man in den Exponenten der zweiten Factoren z 
überall ps P, wegläßt. Die Größen /, in 32) laſſen ſich zwar durch einen einzigen Summenausdruck darſtellen, nämlich 


Ps Pa 
175 (D Ps ＋ M. I ds 


wo die Summation ſich auf A bezieht, allein wir ziehen es vor 32) in p, Syſteme von je P, Gliedern zu ſpalten 
und die ½ eines jeden Syſtems durch einen Summenausdruck darzuſtellen. Wir haben in dieſer Weiſe, wenn die 


Summation ſich auf A bezieht, 
8 


— 30 —-— 
P, 
fs (A;) = n;) + 13955 (Ds P; ＋ m - M d;) 


2 
＋ 8/½ (Ya Pa +m; — ha,) 
54 11 


| = 
3% RM + Sf, (Y; P; + m, —ha;) 

\ 5 

. 
3 12 
＋ S/ (D Ps tm; — ha;) 

1 
Iſt nun 


35) . . . p P; tm; —ha,=rı (mod Pr), wo 1 
ſo haben wir nach 15), weil das dortige 52 jetzt gleich (ys P, ＋ m — ha; —r; 3): P iſt und für m, der 
Werth „„ geſetzt werden muß: 5 


36) . fa (Ps PR, ＋ m —ha)=p z mg — H di — + fa (rn) 
P, 


alfo 


Ds P, P, 52 
mn. 8 Beh rme ha) be ( GG 
1 


72 
Da wir P, Summanden haben, und nur A und », ſich ändern. Es iſt einleuchtend, daß 


38) ps Ps ＋ ma d = p P ＋ m. — (Iz ＋ 1) % =p Pa ＋ m — (2 P ＋ 1) % . . (mod P.) 
5 5 F; T mz — 2 4 =p Pf, ＋ m — (zZ ＋ 2) a = p Ps ＋ m — (2 h ＋ 2) a (Mod Pz) 
U. w. 


d. h. die Reſte „q in der erſten Summation kehren genau in derſelben Reihenfolge in der zweiten, dritten, .. pzten 
wieder. Außerdem iſt 
es 
395 S/ BES ee 


weil unter den P, Reſten der erſten Summation nie zwei identiſch ſein können, wie man leicht beweiſt, ſo daß die 
Reihe jener Reſte alle Zahlen von 1 bis P umfaſſen muß. Wir haben analog 37) 


P, P, 
T Pa (Vs PO ＋ ) — 435 1 7 75 0 77 P, 
nn s Ps + m; — 1 d) = 77VVVVVV 
| 22 P; 
P,(p 4, m) ma SR. T, 
| 2 25 15 5 
S ½ (Ds P; ＋ m — ) 3 + 8 (r.) 
40) 0 es 72 N 
| 23 Pa 22 
73 1 77 (Y P ＋ nz) — % 8 h— 87 
0 — 10 2 1 2 
( P E 0 Er RE 121 N 
= +1 eee ' P. +8 (m) 
alfo, da wir pz Summationen haben 
53 P, Rs 
A Ps J (YS tm) — 4 8 * S l 95 


Js (Az) = Js (mz) + P, 5 8 (* 


5 
Nun iſt 
420 Pride PE (m P-+1) 
g 2 
ferner nach 39) 


720. 77 (J +1) 
43) „ S7, = FF 


nach 24), wenn an Stelle von m, die Größe „, tritt 


Des 52 — C2 ＋ 1 
44) u a Sa (71 —.— 8 
fo daß ſich aus 41) nach einigen Reduetionen ergiebt 
. Js (As) = Apr — (8: — ng) ps + Js (m;) 
2 2 
wie wir oben behaupteten; dabei iſt in Anſchlag zu bringen, daß 
460% re . 22 ＋ 4% = 3 


Nach dem Gange, den wir bei einer Gleichung mit 2 Unbekannten eingeſchlagen haben, liegt es nun nahe 
die Frage aufzuwerfen, wie groß 


5, 
l S Cg) =, (1) 4 (2 ＋ J () +... +7 (e 


ſei. Der ſtereometriſche Weg, wonach die Gleichung 4½ u. + % 2, + 4, 2, —= Pz eine Ebene mit den Achſenab— 
ſchnitten a 4%, 4 d,, @, d vorſtellt, und man den ganzen erſten Detanten in Würfel zerfällt, deren Eckeoordina— 
ten, wenn die Ecke in jene Ebene und nicht zugleich in die Coordinatebenen fällt, Löſungen der Gleichung vorſtellen, 
— jener Weg hat uns kein Reſultat gegeben. Eine algebraiſche Behandlung in der Weiſe, wie ſie in 32) vorge— 
nommen ward, führte auf eine doppelte Summation, die wir, da die Ausführung derſelben nicht gelang, hier über— 
gehen wollen. Es wird ſich indeſſen zeigen, daß die Aufgabe in einer Weiſe lösbar iſt, welche zugleich bei allen 
weiteren Gleichungen mit 4, 5 . . . . 2 Unbekannten anwendbar bleibt. Jene Summe wird nämlich für eine Glei— 
chung mit s Unbekannten ſtets bei der Entwickelung der Formel für eine Gleichung mit s + 1 Unbekannten gleich— 
ſam als Nebenproduct gewonnen. 
Wir geben auch hier ein Zahlenbeiſpiel, welches ſich direkt an das in II. mitgetheilte anſchließt. Es ſei 
40, ＋ 5 1% ＋ 4 = A3 
dann wird die Formel 31), da 2, —= 20, Q; = 10 iſt 
5 (A;) = 10 p — (5 — mz) ps + 7s (m,) 
Die bei V. angehängte Tabelle b) kann zur Erprobung der Formel benutzt werden. Für A, — 55 iſt 
2, glſo 
Fa (95% 10. 22 0068 


20 

wie es die Tabelle giebt. Bildet man daſelbſt Sf, (ung), was durch Addition der Zahlen der erſten Colonne erreicht 
1 

wird, ſo findet man 30, eine Zahl, die uns ſpäter zur Erprobung einer Formel dienen wird. 


IV. Die Gleichung mit 4 Unbekaunten. 


Bei der Unterſuchung einer Gleichung mit 4 Unbekannten 
48) . 4 i + a ＋ di de ＋ % % = A. 
ſehen wir uns aus Gründen, welche den bei der Gleichung mit 3 Unbekannten aufgeführten ganz analog find, ver— 
anlaßt, alle Zahlen in Klaſſen von je 7. Gliedern abzutheilen und ſtellen dann folgenden Satz auf: 


Iſt . A,=m, (mod P,) 
B wo m, eine Zahl der erſten Elaſſe von 1 bis 2 iſt, ferner 4. = p, Pı ＋ m 
511 ſo iſt 7 (A4) = . p, — P (C — ma) p + (( — m’ — Iz) y ＋ V (m) 
6 2 * 2 12 2 


d. h. für die Glieder der arithmetiſchen Reihe erſter Ordnung mit der Differenz Y. 
2 FH, n . p 


u 


bilden die zugehörigen 7. (m4), F. (m, + P.), Y (m. +2 Pd . . . Fa (m, + p Pr) eine arithmetiſche Reihe 
dritter Ordnung mit der erſten Differenz 5.2 — . (A — mi) + 1 ( — m)? — T,, der zweiten 5. — 
5 Da Ra 24 
P, ( — ma), der dritten P.. Die Beweisart ſchließt fich vollſtändig an die in III. gegebene an. Zunächſt 
2 


haben wir, wie ſich leicht ergiebt, für 7. (A4) die Ausdrücke 32) und 33), wenn f, durch f,, P, durch P,, ps durch 
pa, d durch 4 erſetzt werden. Der Gleichung 34) entſprechend erhalten wir 


P; 
32) TE Val.) = Te) SF O La ＋ m. — ha,) 


2 P, f 
+ S/ CD . tm, 1d 
Pd 


12 


Ps Ps 
5 (D Pı tm, —ha,) 
„„ 
Iſt nun wieder 
5 ( Pı tm, —ha,=r.(mod P;), wo , ＋ 5, 
ſo haben wir nach 31) 


54) 15 (Y Ta tm,ha,)=P; 6 P,+m,—ha, > 1 ＋ N — hd — 9 +J; (7) 
2 5, 2 P, 


da an Stelle von p, nun der aus 53) reſultirende Quotient, an Stelle von m, aber „ tritt. Die Reſte , fal- 
len, analog den früheren, mit der Zahlenreihe von 1 bis 2, zuſammen und kehren in jeder der Ps Summationen 
52) wieder. Man erhält aus 54) nach einigen leichten Neductionen als dem Syſtem 40) entſprechend 


75 | P p, 
55) SR pP, tm, —ha,)= 2 1 27 ZN + 4 0 5 1 ( . u ‘ (h) 
2 2 5. P (2 


5 pP, Ba 
1 , ee , Sl) ee H. ＋ 4 e 
2 


2 P 2 P u... m 


wo wir die weiteren Ausdrücke für die zweite, dritte . . . . Pe Summation in 52) nicht ſchreiben wollen, da fie aus 
55) hervorgehen, wenn man in der Summation hier A? und 7 nach einander die Grenzen P, ＋ 1 bis 2 P,, 2 P, 
＋ 1 bis 3 P, u. ſ. f. einſetzt, während die Summationen für / % /½ (% é ungeändert bleiben. Zieht man 55) 
zuſammen, fo entſteht der p, Summationen wegen 


| Pa s WER P, 
56) . J (A) = m) + ( PA tm) A ag Sh)ta, (& — (pP, ) NS 
2 2 55 5. N 2 1 25 


PB, P, } 
+ Pa A3 ie 6¼ — b V Dr I, + ma) + Pa 1 95 (2) 
2 


2 7 


3 
Berückſichtigt man, daß 


57) N i 2, 2 ＋ a. —, 
b Pz Pa Ps 
5 SR) e pas (b Fe 1) A. Fa 1) 75 * 
F ar 
Di: 3 
50). . 80)? = ,, 22.09 8 (m) e ) 
— e 


iſt, ſo entſteht nach Ausführung der Multiplicationen und gehöriger Reduction der Ausdruck 


* 


* 


-— a — 


5 (A) = Js Gn) n (2 = 3 Pa? + (Bad ih 1 Baal bee 7 P,+P; 55 
6 2 2 2 2 12 299 42 


+8; u 8 6 — Pa 
4 12 1 


pP, 
Es wäre alſo die Kenntniß von 8 fs C nothwendig; folgende Ueberlegung liefert uns dieſen Wert h: 
Sicherlich iſt der Coefficient von p. in 60) in Bezug auf @,, a, as, a, ſymmetriſch; Theilſätze wie m; 
2 


und m, Es kommen alſo nicht weiter in Betracht, da fie ſchon ſymmetriſch find, wohl aber die übrigen. Nun lies 
2 0 


P; 
fert § 7 (ru) nur Ausdrücke, welche a, ae, as, und etwa beſtimmte Zahlen enthalten. Soll mithin Sy metrie 
1 


eintreten, ſo muß dieſe Symmetrie enthalten: 


1) Alle Ausdrücke im Eoefficienten von p., welche a, garnicht enthalten, mit Ausſchluß der vorher ange— 
führten, jedoch mit umgekehrten Zeichen; dahin gehören — 232, — 5,5, + Ps Cs, T C3; 
6 4 4 N 
2) ſolche Ausdrücke in a, 42, 43, welche diejenigen in den Coefficienten von p,, die a, enthalten, aber noch nicht 
ſymmetriſch find, ſymmetriſch machen; jo wird a,” ſymmetriſch durch 73, ebenſo @, 4 durch a, a, +4, ag + % a3. 
* SUR 4 4 
3) allenfalls eine beſtimmte Zahl; darüber läßt ſich allgemein nicht entſcheiden; ein Zahlenbeiſpiel liefert jene Zahl 
ſofort; wir anticipiren, daß a hinzutreten muß, was an und für ſich ſchon wahrſcheinlich war. Wir erhalten fo 


5. 5. 
GERNE fi (rn) oder 5 J (ma) = : ＋ a — 3 a — 2 ＋ I T 4 % +0,04, +a,a, br 
4 


6 4 4 4 12 
Nun läßt ſich a, % + Aı Az + 4, Az durch (E32 — 173): 2 darſtellen, ſo daß 61) nach einigen Re- 
dueti onen übergeht in 
P, 
R S fs ( =3(P; — 3 + 2? + (52 — 73 — 1) 
1 N 24 N N N 


47 
daran läßt ſich wieder wie in 25) die Entwickelung von Sp (nz) knüpfen; wir übergehen dies der geringen Wich— 
1 


tigkeit wegen. Aus 60) wird mit Hilfe von 62) 
„%%% (& — 4) 2 — T, 1 + fa (ma) 
6 2 2 2 


was bewieſen werden ſollte. Zur . von 62) kann dies in III. gewählte Beiſpiel dienen; es iſt dort 
e110, , 22, mithin 575 (m;) = 3.11? + 357 = 30, was mit dem früher angegebenen 
12 
übereinftimmt. Dadurch wird die Zufügung von 712 in 61) gerechtfertigt. 
Wir können hier des Raumes wegen kein fo ausführliches Beiſpiel berechnen, wie in II. und III., beſchrän— 
ken uns vielmehr darauf für die Gleichung 4 % ＋ 5 % +2, + 320, = A, die Größen / (ma) zu berech⸗ 
nen und in der Tabelle c) niederzulegen. 


Es werde hier dieſe Gleichung verlangt 7. (6 5 4), fo iſt, da P. = 60, C4 = 13, T, = 51, m, — 54, 
e 175 nach der Tabelle c) gleich 296 iſt, in Folge der Formel 63) /, = 754056, d. h. die Gleichung 


5 Wi ＋ 4 % +20, 430, = 654 beſitzt 754056 Löſungen. 
9 


m 


Tab. a), zu II. gehörig Tab. b), zu III. gehörig 


m; J ⁵ 42 7 42 77 mus Fa As 73 42 75 
I IJ se lu wa 
T 2 0 22 7 42 34 
TTT ee 
BR ya * TT 
h i = 40 
aloe |. Mein 6 26 11 46 42 
C ,, 
J i as a5 a6 
e 1 1120 14 49 48 
e e e To 1 1050 or 
FFC 111 1 aa)stıı 
12 170.182 Ä 12 1 [ 32 18 52 55 
e 1% % ss a 
1 14˖ 2 „„ 21 52060 
i 157 | 38.) 205 1 500783 
i CV 
JJ I 
FFF 18 4 | 38 27 58 70 
V 19. 8.1.89 a0 no 
JT OR | 40 31 60 76 


Tab. c) zu V. gehörig. 


my I | ma 74 m Ja | man ni My | Ya | Mg a 
C 8 | so Lama 
J 32 45 42 123 52 | 260 
/ e e ee e eee ee 58 28 
I | 34 57 44 145 54 296 
. L , az 
eee e | 36 | 70 46 170 56 335 
7 0 17 3 23. 37 78 | 47 18357 | 356 
8 18 4 28 27 38 86 | 48 197 58 378 
5 oe | 29 31 | 39 94 49 212 59 400 
10 020 6 30 35 40 |103 | 50 22760 423 


Die Tabellen b) und c) find ſehr leicht aus Tabelle a) zu berechnen, da z. B. f 37 = , 34 + / 34, 
überhaupt ganz allgemein 


64). . . %% (m) =, (m — dd) ein — a,) 
iſt, denn analog 32), 49), und 52) iſt 
65) al ae le Tg (m) — jo (m 7 4% a (m 2 49 4 (Mm u) 49 + . 


660 % (m — dg fei (n — 2%) ＋ .= — 8 % .... 


— 3 


woraus augenblicklich 64) hervorgeht. Dieſe Formel, welche natürlich nicht nur für die gewöhnlich durch m vorge- 
ſtellten Werthe, ſondern auch für alle übrigen 4 gilt, iſt zur Tabellenberechnung ſehr brauchbar. 


V. Die Gleichung mit 5 und 6 Unbekannten. 


Bei der Gleichung mit 5 Unbekannten 
67) . . . 4 1 4% ½ ＋ d s ＋ 4% % ＋ % % = A, 
werden wir uns kürzer faſſen da der Gang dem bei den früheren Gleichungen analog iſt. Man hat folgenden Satz: 
5ſt A, = m. (e , 
wo m, eine Zahl der erſten Klaſſe iſt, da wir uns hier veranlaßt ſehen, alle Zahlen in Klaſſen von je P, Gliedern 


abzutheilen, 69) ferner . . 4 =; Ps ＋ 5 
ſo erhält man 
4 3 2 5 2 
70) . 5 u 72 5 — e) 10 ＋ P, . — 429 — 925 n 


I: En e) 5 ＋ 75 (m,) 
d. h. für die Glieder der arithmetiſchen Reihe erſter Ordnung mit der Differenz P, 
mo, m = m, + 2, m + 5 5 
bilden die zugehörigen 7, (m,), fs (m; + 5g), fs; (m; + 25), . . . / (m, 5 Pz) eine arithmetiſche Reihe 
4“ Ordnung mit der erſten Differenz 


pP: 2 BR ZI NEN 2 5 
a — a * — m 9 + — a 5 m;) Pr 12 Kae m;) 7 545 175 7 150 5 
03 2 8 22 f 
der zweiten 15 . 1 Ze . ＋ 1 (De m) e > dritten — 3 485 a) der 


vierten P3. 
Der Beweis ergiebt ſich folgendermaßen: 
Analog dem Syſtem 52) haben wir: 


P, 
71). . 5 (A5) Vs m) + 8094 s Ps ＋ m, — ha,) 


+ 55 05 P, + m, — ha,) 
Da 


— 


P5 Pa 
＋ 87% (5 P, + nm, — ha,) 
6 0 


Sit nun wieder p, 1, + m, — ha, D/ % (mod Pi), wo r, < Q, 


ſo hat man an Stelle von p, und m, in 63) zu ſetzen p, P, + m, — ha, — r, und „, und dann die Summa— 
P*# 

tion 71) auszuführen. Da die Rechnung ſehr weitläufig wird, fo feßen wir dieſelbe nicht hierher, ſondern bemerken 
nur, daß alle Theilſätze, die », und 7 gleichzeitig als Factoren enthalten, verſchwinden, daß alle Theilſätze, welche 
weder „ noch 7 in ſich ſchließen, mit 2, P., d. h. der Anzahl der Summanden multiplieirt werden müſſen und daß 
endlich in Bezug auf die Reſte », ganz demjenigen Analoges gilt, was wir ſchon früher mehrfach hervorhoben; bei 
h und feinen Potenzen wird die Summation von 1 bis P. p, ausgedehnt, bei „ und feinen Potenzen dagegen nur 
von 1 bis /., das Reſultat iſt aber in dieſem Falle noch mit 55, der Anzahl der Summationen zu multiplieiren. 
Die Ausführung der Rechnung ergiebt 


3 5 T5 I p2 
75) a (Al mel. ps pi — 5 2 n= 6 +P, (N25 — m5 — 12 4 ＋ G. 55 


4386 


wenn wir mit @ folgenden Ausdruck bezeichnen: 


a e mE 22 m, RR 45 m a, C m AR 

74). 6 = ee 24 + 12 e 8 
3 2 P A E. 2 4 2 94 f Aut. 92 2 Ja 

24 12 24 1 12 7 8 u 7 18 leer: 16 48 1 

az 2 ur 22 + 45 2, 6 9) 


Die Ausdrücke e gehen durch . = % — %, Tı = T, — az über in die in Bezug auf den Coeffieien⸗ 
ten a ſymmetriſchen 


75) ee n 24 48 
Die Ausdrücke 6 geben entwickelt 
76) .. . . — 4 (4 ＋ % +. +) +, (af TE ＋ a +) 
24 
77) . . . — d (a 45 +4; 4; + a, d% 4 4, d + Az a, + 4, Q,) 
8 
76) wird ſymmetriſch durch 
78) .. . . — 47 (a ＋ d +a)+ alla, +4, ＋ 4%) ＋ 4 (a, ＋ % ＋ 4) ＋ 4 (a, ＋ 4% ＋ 43) = 
24 
e 
| 24 
77) dagegen durch 
79) .. .. — a, (ar d +0,45 + dg dg) + a, (ai 00 ( 3 4 9. 4 2 2) 
8 
Alles nach der Theorie der ſymmetriſchen Funktionen. Es muß alſo nothwendigerweiſe 
1 
80) .. .. 8) (% = - — 14 o — U- 02 — 3 J C ＋ 2 U. 
1 24 48 


ſein was ebenſo wie in IV. erſchloſſen wird; es treten, wie ein Beiſpiel zeigen wird, keine beſtimmten Zahlenwerthe 
dazu. Durch gehörige Reduction geht 80) über in 


15 14 
81). . . S/ C = S (m = ( — u 1) ＋ ( — 24 E 
1 a 48 


aus 74) wird 
Q. VT et! 
„ 6 — 1 4 7 PEN: Enno 


wenn man den Werth von 80) benutzt und die Ausdrücke 76), 77), 78), 79) nach der Theorie der ſymmetriſchen 
Functionen zuſammen zieht. Eine leichte Reduction ergiebt dann: 


OS) mE en. G = - 3 e 25 S as) 


17 
wodurch 73) ſofort in 70) übergeht. 

Um die Formel 81) zu prüfen, kann man die Tabelle c) in IV. benutzen. Es iſt dort P. = 60, Q, = 13, 
7. 51, nach der Formel alfo 


60 
. Ge) = J. (1) ＋ J. (2% ... . +7 (60) = 5852 


Genau dieſe Summe erhält man, wenn man alle 7, jener Tabelle addirt. 
Wir haben in derſelben Weiſe wie ſie bei der Gleichung mit 3, 4, 5 Unbekannten angewandt wurde, auch 


1 6 
für die Gleichung mit 6 Unbekannten S an % — A, die Formel berechnet; die Weitläufigkeit der Entwickelung zwingt 


uns jedoch uns mit der Angabe der Reſultate, die wir geprüft haben, zu begnügen. 


„ 


Iſt A, =m, (mod P,.) und A, = s P, + msd, ſo hat man 


P. p: Ps . e 

Js (a = A 2 (. 0 * ＋ „ (. — . — 0 * 12 (c ute 
2 5 7 8 

1 ( „%) pr + (Ge = he + . 4% E . J. m 


VI. Die Gleichung mit a Unbekannten. 


Wir find durch die für 72, Js, Fa, Fo, Fo, erhaltenen Reſultate vorläufig noch nicht im Stande die Formel 
für die Gleichung mit n Unbekannten abzuleiten, müſſen uns dies vielmehr für einen ſpäteren Abſchnitt vorbehalten; 
wir wollen jedoch die Methode feſtſtellen, wie man dieſe Formel aufſtellen könnte, wenn die entſprechende für eine 
Gleichung mit n — 1 Unbekannten bereits gegeben iſt. 


Bezeichnet man die Anzahl der Löſungen der Gleichung 


85) 3 8 dον⏑ οl = Au 
durch 2 10, und iſt 
8 A1 = mu, (mod F i) 
wenn man alle Zahlen in Claſſen von je B. = A1 . 4 . . . 4% 1 Zahlen abtheilt, und m„_, eine Zahl der 
erſten Claſſe iſt, ferner 
8 rs, Ai ee e e 
1 —1 n—] n—1 * —1 
887 5 Qui, 8 (4%) = Ta-ı, 8 (a)? = Ui, & (at)! = Va u. ſ. f. 

1 1 1 

dann iſt 
89) . In-ı (A.—1) — e Pn—1⸗ Mn— 1 en en Ir E 2 8 ) + /n-ı (Mm. 10 
wo Funetionszeichen iſt; wir ſetzen dieſe Funktion als bekannt voraus. Um nun für die Gleichung 
. S , 
1 

den Ausdruck ½ (An) zu gewinnen, theilen wir alle Zahlen in Claſſen von P = . . an, Gliedern ab 
und bezeichnen durch m, eine Zahl der erſten Claſſe. Es ſei 

EN An = m, (mod P.) 

GAS, A, = p. P. ＋ m, 
alſo analog 71) 

a Vn Pn-, 

a RE In (An) = e (Mn) + 51 (vn Pr + Mn — han) 
Iſt nun 
. pu P., ＋ mn — Ha, S (mod Pi-) 
wo rn = Pr-ı, ſo ſetzen wir in 89) an Stelle von 5 den Werth pn P., + m, — Ha, — rn, ebendaſelbſt ſtatt 
Pr—1 
mi den Werth „ und entwickeln den Ausdruck 
95) . F 6 Pn en + m — h „ 2 22 h, 2 1, a Regel 85. 
B 1 


in Monome; dann ſind folgende Operationen auszuführen: 
1 Alle Monome, die weder A noch rh enthalten, find mit der Anzahl der Summanden in 93), Pr PI zu 
multiplieiren; bezeichnen wir das entſtehende Aggregat durch E. 
Pn 7 
2) Alle Monome, die eine Potenz von A enthalten, bekommen das Zeichen 4 ‚wo die Summation ſich 


auf Ah bezieht; das durch Ausführung der Summationen auftretende Aggregat heiße K. 
3) Alle Monome die eine Potenz von r h als Faktor haben, werden mit v, (entjprechend 52) und 71)) 


1 
multiplieirt und erhalten das Zeichen S , wo die Summation ſich wieder auf „ bezieht, da die verſchiedenen Grö— 
1 


ßen r A mit der Zahlenreihe 1, 2, . . .. 5. — zuſammenfallen. Das Aggregat heiße I. 
10 


SEN 
n—1 

Hinzutritt, dem Früheren analog v, S n—ı (rn), ſo daß wir an Stelle von 93) erhalten 
1 


2 1 
j%%ͤͤCCͤͤͥͥꝰ’Z»t ! 1—1 + fa n 


Wir bemerken, daß bei der Entwicklung von 95), alle Theilſätze, welche A und „„ gleichzeitig als Factoren 
enthalten, ſich aufheben müſſen, da ſich bei der Unbeſtimmtheit der Art und Weiſe wie die „ nacheinander die 
Glieder der Zahlenreihe von 1 bis 5. liefern, eine Summation des Produkts . 71, nicht ausführen läßt. Man 
wird alſo in jener Entwickelung jeden Theilſatz, der ? und 7 h als Factoren einſchließen würde, ohne weiteres weglaſſen. 


Entwickelt man 96) nach Potenzen von p,, fo muͤſſen ſich die Coeffieienten von p,, p35, ... . Pn"7!, wel⸗ 
ches offenbar nach Analogie II., III., IV., V., die höchſte Potenz wird, durch Zuziehung der Gleichung 

JJ A up e , 
ſymmetriſch in Beziehung auf die Coefficienten a1, 4 . . . . 4, geſtalten. 


2-1 
Eine beſondere Betrachtung verdient der Eoefficient von p!„; er fi N + S f (rn). Dann muß dieſe 
1 


Summation folgende Theile in ſich ſchließen. 

1) ſämmtliche mit entgegengeſetzten Zeichen gewonnenen Theilſätze in N, welche aur aus a, 42, . . . Yu 
beſtehen, mit Ausſchluß derjenigen, welche m. oder eine Potenz davon enthalten; es muß aber bei letzteren durch Be— 
nutzung der Gleichungen 97) möglich fein Symmetrie hinſichtlich , 4½, 4, herzuſtellen. 

2) ſolche aus den Coefficienten a, d .. . . 4, — gebildete Ausdrücke, welche die in N mit a, oder einer 
Potenz davon behafteten Theilſätze zu ſymmetriſchen hinſichtlich a, 4, . . . . 4, machen; dabei leiſtet die Theorie 
der ſymmetriſchen Funktionen weſentliche Dienſte, indem ſie die Mittel in die Hand giebt, jene Ausdrücke durch die 
Summen gleichhoher Potenzen der a. % ... . 4% 1 darzuſtellen. Eben dieſe Summen werden in 97) benutzt. 

3) Unter Umſtänden beſtimmte Zahlen, worüber ein Beiſpiel entſcheidet. Wir werden ſpäter eine Gleichung 
angeben, die zu dieſem Zwecke ſtets ſehr leicht benutzt werden kann. 


2—1 n—1 
Hat man ſo 8 fu (rn) oder Ff (=) gewonnen, jo macht die Einführung deſſelben auch den Coef— 
an gie 


ficienten von pl, ſymmetriſch, und man hat die endgiltige Formel für Fu (A,) hergeſtellt. 


VII. Das Bildungsgeſetz der Formeln. 


Der bedeutende Aufwand von Rechnungen, den ſchon die Formel für die Gleichung mit 6 Unbekaunten erfordert, 
macht ein weiteres Vordringen in dieſer Weiſe, um endlich das Bildungsgeſetz erſchließen zu können, unthunlich. 
Wir ſehen uns deswegen genöthigt im Folgenden fortwährend nach Analogien zu ſchließen; haben aber die ſo ge— 
wonnenen Reſultate vielfachen numeriſchen Prüfungen unterworfen, wodurch die Richtigkeit derſelben ſtets beſtätigt wurde. 

Wenn man die für die Gleichung mit 2, 3, 4, 5, 6 Unbekannten entwickelten Formeln betrachtet, ſo erge— 
ben ſich verſchiedene Geſetzmäßigkeiten, die wir, mit Weglaſſung der Indices, kurz andeuten wollen. 

1) Es iſt y ſtets mit Pi— verknüpft, und in anderer Verbindung kommt P überhaupt nicht vor. 


2) Die Größe tritt ſtets nur in der Verbindung — m auf. 


3) Die Coefficienten von p find ſtets nach Potenzen von 5 — m ſo geordnet, daß die Exponenten dieſer 


Potenzen eine fallende arithmetiſche Reihe mit der Differenz 2 bilden; gleichzeitig wechſeln die Potenzen im Zeichen ab. 

4) Der höchſte Exponent von p iſt immer um 1 kleiner als die Anzahl der Unbekannten. 

5) Bei der Formel für eine Gleichung mit 4 Unbekannten tritt die Summe der Ar Potenz der Coeffieien— 
ten a, nämlich 7, bei der für eine Gleichung mit 6 Unbekannten die Summe der 4tn Potenzen, V, auf. Es feh- 
len dagegen die Summen der ungeraden Potenzen. 

6) In der zuletzt genannten Formel treten 72 und ] nebeneinander auf, beide Polynome vom 4" Grade. 
Dies iſt einer der wichtigſten Fingerzeige. 

7) Es ſinden beſtändig Zeichenwechſel bei den Potenzen p ſtatt; nur 7, (m) iſt ſtets poſitiv. 

Es bleibe noch übrig eine Geſetzmäßigkeit für die in den Formeln auftretenden beſtimmten Zahlen ausfindig 
zu machen. Dies gelingt leicht für den größten Theil derſelben, wie man an der unten folgenden Zuſammenſtellung 
ſehen kann. Ehe wir dieſelben geben, wollen wir eine bequemere Bezeichnungsweiſe einführen. Es ſei 


VB) Merl. S ale BETA 
die vorgelegte Gleichung g 
99) e 1 . 02 . z Um Pr 
AOL. 41. 3. A=m (mod P) 
wenn die Zahlen in Klaſſen von P Gliedern abgetheilt find und m eine Zahl der erften Klaſſe ift, ferner 
ee J, P ＋ m 
Ss” G = 8 
1 1 


8 (4;)? SER 
8 (474 = 8. 
1 

100 8 (a,) = 85 


Bee ae ea 


8 (42 — 824 


Die in II. V. mitgetheilte Formeln werden dann, wenn man die dortigen Größen , 7, V durch 102) 
und 103) erſetzt und ein anderes Arrangement der Diviſoren trifft 


7 A) = ο ＋ 7 (m) 
11 


Js (4) p er eh, (m) 
2! 


a ND = . 15 „ are 
3! 


ar SIERT NEE 
104) JJ , 51 ＋ 7 (m) 
Wie 4! 31 F ran 2. 2718 A 
, — PER.p* +. P2 (R2 —.S, ps — P AR — R.S, ER m 
5! 41 r waratoyıan "EN Dach at 
8. Zu 
+ (4 u = a Ge) + 2.41300 1 +4 (m) 


Daraus gebt Folgendes hervor: 

1) Jede Potenz von p erhält die Facultät ihres Exponenten als Diviſor 

2) Die Größe 8, und S, find von conftanten Diviſoren begleitet. 

3) Die Potenzen von 7 und den mit dieſen Diviſoren verſehenen Größen S werden durch die Facultät 
ihres Potenzexponenten dividirt. 

4) Die Coefficienten von p find homogene Ausdücke vom Grade n — r — 1, wenn man vom Factor P ab» 
ſieht und R als homogen vom erſten Grade rechnet. 

Man ſieht ferner daß der Uebergang von f, auf /,, und von f, auf /, ſehr leicht iſt, daß überhaupt zum 
Weitergehen immer nur die Kenntniß des Eoefficienten von p, in der Formel des nächſten geraden n erforderlich 
iſt. So hätte man, nm 7, (A) zu ermitteln, nur /. p. zu beſtimmen, wenn % den Coefficienten bezeichnet; dieſes 

1! 


y muß nun der Analogie nach heißen: 


e, 00 


18 , ee, (3) + * 8 8 
5 6! i 20 2 70 ‚am 2 4. 1400) - (2) 10 For 1 75 4130 vs 


da der Theilſatz ohne * vom (ten Grade fein muß. 95 käme alſo nur darauf an den Divifor 2 zu beſtimmen 
Wir benutzen dazu folgendes Mittel: 

Werden alle Coefficienten a gleich 1, jo müſſen die in II. und V. aufgeſtellten Formeln richtig bleiben, ob⸗ 
ſchon fie urſprünglich für die Vorausſetzung aufgeſtellt find daß 4 untereinander relativ prim fein müſſen, was jede 
Gleichheit derſelben an und für ſich ausſchließt. Die Formeln liefern dann für 


„ 77 9 = 1 oder 72 (0 e 
+. ＋ = 55 (9 = — 1) (4 — 2) 7s (4) = 1) 
106) 21 21 
5 ＋ 4% ＋ % ＋ 4 4 F AMD=-roE - DIRT 
3! 3! 
u. ſ. w. 
Da allgemein P = 1, m = I, p = I wird. 
1000 00 Für die Gleichung S e 9 
1 
müßte man analog haben 
108) ... . ½ (9 p — I ο = . = t,) 
( — DT 
Entwickelt man dies nach Potenzen von p, ſo erhält p!, wenn n gerade vorausgeſetzt wird, den Eoefficien- 
(n — 2)! 1 
ten um! ART, 


Für das eben gewählte Beiſpiel iſt an = 8, man hätte alſo den Ausdruck 105) dem in der aufzuſtellenden 
Formel, offenbar das Zeichen + ertheilt werden wird, gleich 4 zu ſetzen, und zu bemerken, daß 


140 e n, 8, 9 = , 85 4 - unterſucht wird. 


Die Auflöſung der eee en Gleichung 
111). .%.2...,2= 181440 70142 


Wir haben dieſelbe Rechnung für die Coefficienten von S, und S,, durchgeführt, wo die betreffenden Aus⸗ 
drücke, die dem Ausdrucke 105) entſprechen, gleich 4 und r zu ſetzen find; es findet ſich das Reſultat 


7ͤ; TE REISEN, 
8.8130 10.101766 
Stellen wir die bis jetzf ermittelten Größen 8 zuſammen: 
I S,, „ 1 


J 1010066, 
jo erkennt man in den Factoren z, 30, 42, 30, 68 die Bernouilli'ſchen Zahlen. Ihr Auftreten erklärt ſich einfach 
dadurch, daß bei der Art und Weiſe, wie die Formeln gewonnen werden, Summationen von Potenzen der natürli— 
chen Zahlenreihe (*) vorkommen, Operationen, bei denen die Bernouilli'ſchen Zahlen eine Hauptrolle ſpelen. Ber 


halten wir die gewöhnlichen Bezeichnungen derſelben durch B, Bz, B. .. .., bei, fo haben wir 
114) en ul re 82 15 8. Ba, Ds Be 2922 92 2 . Bor 
221 4.4! 6.6! 2r.(2r)! 


Wir haben für S,, eine Prüfung angeftelt, und ein richtiges Reſultat erhalten. 
Wir wollen zur Abkürzung ſetzen 
„%%% RE 05 
27 (2701 
und gehen zu der Art nnd Weiſe über, wie die Größen C die einzelnen Coefficienten der Potenzen von R zuſam⸗ 
menſetzen, wobei wir bemerken, daß wir die Formel bis zur Gleichung mit 10 Unbekannten aufgeſtellt und wieder⸗ 
holt geprüft haben. Als ſehr empfehlungswerth zu ſolchen Prüfungen nennen wir Gleichungen von der Form 


1—1 


S, % ＋ 4% % = + 1, wo immer, wenn u N 2, /% (4, ＋ 1) = o if. 
Wir wollen jene Coefficienten mit D bezeichnen und ihnen den Namen Diophantiſche Summen beilegen, zu 
Ehren des Mannes, der zuerſt unbeſtimmte Gleichungen behandelte, vorausgeſetzt, daß dieſelben nicht ſchon in einem 


N = 


andern Zweige der Wiſſenſchaft Verwendung gefunden haben, was unſeres Wiſſens noch nicht geſchehen iſt. Die 
Größen D find homogene Funktionen, von geradem Grade; da nun die fie bildenden Größen C nur die Summen 
gerader Potenzen der Coefſicienten 4 enthalten, fo ergiebt ſich zur Bildung der Y folgende Regel: 

Man ſtellt alle Combinationen der geraden Zahlen zur Summe 28 auf; D, beſteht dann aus ſo viel 
einzelnen Theilſätzen, als derartige Combinationen möglich find; die geraden Zahlen, welche in einen Complexion vor— 
kommen, macht man zu Indices der C, faßt das Ganze als Product auf, zieht gleiche Faetoren zu Potenzen zuſam— 
men und giebt jeder Potenz die Facultät ihres Exponenten zum Diviſor. Hätte man z. B. 


116) . . 24 7 4% ＋ 67 ＋8 +....—2s 
als eine der Combinationen, dann wird das A entſprechende Glied der diophantiſchen Summe D,, gleich 
a 5 7 0 
ar? e . 


D = 2 


3! 

D; = 0 — (32 94 — 02 . O5 —— Ö,? — 25 
41 21 8 

„% . 50,. 0.5 0.0 Ch 
51 31 2! 21 


Die = C2 ＋ Ci. C ＋ 033.054 C22. CS ＋ C22. C2 ＋ C. CI o + C. 01.0, ＋ 0,3 ＋ C. C ＋ C62 ＋ C2 
61 4! 3! 2! Far 22a 3! 2! 
Aus dem Syſtem 104) und den früher gemachten Bemerkungen ſchließen wir nun, daß die Theilſäͤtze, aus 
denen /„ (A) beſteht, folgende Geſtalt haben: 


119) 8 (— 10 Pr—r—2 N Er apa 3 + Rt 23 N er D, NINE. 
Wr)! (Ur 000! (r—4)! (v6)! ) 
Dieſer Ausdruck läßt ſich darſtellen durch 
5 
120) .... - eee ee - 1 RD, 
(n—r—1)! Gay 
4 = 
wenn man D, und o! gleich 1 ſetzt. Für 7, (A) erhält man dann 
r—=n—2 2e (0 
N AU r Pn—r—2 ag 9 Rr—2q 
121)....A)=fh a) + N 1) 2 I (-=) gon Pa 
An—r—1)! 
r = O 4 0 


wodurch die Formel für die Anzahl der Löſungen der Gleichung 8 4% &% — A geliefert ift, wobei wir nicht umhin 
1 


können zu wiederholen, daß ſie nur gilt, wenn der größte gemeinſchaftliche Theiler zwiſchen je 2 der Coefficienten a 
immer nur 1 iſt. Die Formel 121) zeigt, daß für Werthe von 4, welche eine arithmeiiſche Reihe erſter Ordnung 
mit der Differenz ? bilden, die zugehörigen 7 eine arithmetiſchen Reihe » — 1! Ordnung mit der n — 11 Differenz 
Pr? bilden. 

Wir verzichten auf die Wiedergabe der Formel für 7, 8, 9 . .. Unbekannte, da in den Gleichungen 118) 
und 121) das Material zum Aufbau derſelben bis zu einer Gleichung mit 15 Unbekannten vollſtändig gegeben iſt 


Mm. Schu ß. 


5 
Wir wollen ſchließlich die eigenthümlichen Ausdrücke, die wir in II- V. für die Größen 87 (m) fanden, 
1 
noch etwas verfolgen. Es ergab ſich dort, wenn wir die Indices weglaſſen, und ſtatt der Größen 2, 7. die in VII. 
benutzten 8. S, einführen: 
11 


. 


pP 8 
1225 8 „„ 

1 

2 — j 2 2 IN AR; 

ae 7 ( 

1 

D 13 5 a 238 — 

57 mes 55 ze Sara 8; 


Diefe Formeln zeigen in ihrem Aufbau, namentlich bei der Schreibweiſe, in der wir fie unten wiedergeben 
e 5 Analogien mit den Coefficienien von p in 104), daß wir ohne Weiteres zur Conſtruetion von 


5 75 (m), 8 175 (m) u. ſ. w. gingen. Die Reſultate, die wir ſorgfältig geprüft haben, find folgende. 


87 0 = IAE 
875 n) D (- Ps _ nn 
ul 
8 600 0 een 
lim es EA an Ce 
u # BERN 


ZZ). 85 ,—P+1, (E 55 +1) (Cr — 1 
| 51 NEE mm 

8. . pie, 
* a) 


pP 
u. ſ. w. Wir haben die numerifchen Prüfungen bis 8 /, (m) ausgedehnt, indem wir Gleichungen von der in VII. 


angegebenen Art benutzten. Die Analogie der Größen . I, 82 — P2 +1, S. -- P ＋ 1, . . . mit E, 82 
S. . . . in 104) und 105) iſt augenſcheinlich. Wir ſetzen daher 
T 
g . 
3 en u 
analog 115). Es wird dann z. B. 155 
H. 7 I 
87% O0 6 —- 4% L He 1 Ji) - ( + J. % 
Dem Syſtem 118) entſprechend ſetzen wir 
N 
5 
\ 55 
| G; —— 21 + Jı 
12038, “— 3 
5 HN) 
6. N er „ de # 27 


u. ſ. w. Den Größen legen wir den Namen Diophantiſche Functionen bei. 
Es ergiebt ſich dann, dem Ausdruck 120) entſprechend für die Gleichung S a; & = m 
1 


„ 2 In 129 
127) . J (1) ＋ % 0 . 0 = 815 ee ern 
0 
wenn G, —=1 gedacht wird. 


= 
TEN 


F N 43 


Wir ſchließen mit folgender Bemerkung über die Ganzzahligkeit des Ausdrucks 127) 


Es ſei rr 
und n eine Primzahl; der Ausdruck 127) verwandelt ſich dann in 
2 g=u E 2 — 29 
129) . S +1 (m) Aa 107 25 — 200 f 


Das erſte Glied der entwickelten Formel erhält den Nenner (2u)! alle übrigen Diviſoren find niedrigere, 
Facultäten. Schließlich tritt das Glied & Ga, auf. Betrachtet man das Syſtem 126), fo ſieht man, daß Ga. aus 
einer Reihe von Theilſätzen 7 beſteht, in denen als höchſter Diviſor 1! vorkommt, während dieſe Reihe mit , abe 
ſchließt. Nach 125) iſt 
(Sau — Pa +1) Bu 1 

2u , (2u) ! 

Die Formeln für die Bernouilliſchen Zahlen (vergl. Schlömilch, Handbuch der algebraiſchen Analyſis, 1862 
pag. 211) zeigen nun, daß im Nenner von Da, 1 der Factor 2° — 1 auftritt. Iſt aber 27 ＋ 1 = n eine Prim⸗ 
zahl, ſo iſt nach dem Fermat'ſchen Satze 

f 131 „ 22. — 1 2 0 (mod 2% 1) 
Es erſcheint folglich im Nenner von , für dieſen Fall der Factor 2% +1. Da nun unter allen andern 


Theilſätzen von 129) kein einziger im Nenner einen Factor > 2% +1 hat, fo iſt die Ganzzahligkeit von S2 1 
1 


130 Ju = 


nur möglich, wenn in 130) 
132). . . Se, — Pu ＋ 1 0 (mod 2 + 1) 
iſt, wobei wir in Erinnerung bringen, daß 


2⁰ — 1 
827 — S (a * 
1 


r 
PS ad. 42. 43 42 J 1 
ſein muß. | 
Mit Hilfe des Fermatſchen Satzes iſt die Richtigkeit jener Congruenz leicht zu erweiſen. 
Es iſt 43 I (mod 2 1) 


mit alleiniger Ausnahme des Falles, wo a, durch 2% +1 theilbar iſt; offenbar kann dies höchſtens bei einem der 
Coeffieienten a vorkommen; ſchließen wir dieſen Fall einſtweilen aus, fo ift 


2u—+1 
1355. 5 (ar — 24 +1=o (mod (2 + 1) 
ferner 136) .... P =1 (mod (2 + 1)) 
alſo a 137) . . . % — Peu ＋ 1 S o (mod 2 + 1) 
Iſt einer der Coefficienten à durch 2 + 1 theilbar, jo wird 
138) . . . 82, = 2% (mod 2 + 1) 
139) P S O (mod 2 +1) 
alſo wiederum 140) . . . S2, — P. ＋ 1 22% ＋ 1 0 (mod 2% L 1). 


Corrigenda. 


Seite 10 Zeile 10 v. o. nach: „D bedeutet e gebildet aus.. . . in der Ordnung wie ſie da ſtehn 
die Determinante bilden“ iſt einzuſchieben. e 
Alle dieſe mit D bezeichneten Determinanten ſind zuſammengefaßt in der Determinante nten Grades 

1, 4%, 41/% 4% —1 

1, 4%, 4% 4% —1 


1, 4%, 4% 4% —1 


1, an,, anz. n, 


welche nach den Elementen der erſten Colonne entwickelt „ ein at ie, abgeſehen vom Zeichen, mit obigen Deter⸗ 
minanten übereinſtimmen. 
Seite 11 Zeile 11 v. u. unmittelbar vor: „Als Beiſpiel diene wieder die Gleichung: 70 + u. ſ. w. iſt einzuſchieben 
Eine andere Abtheilung der Gleichung 18) iſt folgende: 6 
Die Reſultante aller Gleichungen 6) müßte, wenn die 2 nun die Unbekannten vorſtellten, die Welti n 1) fein N 
da die t verſchwinden müſſen, und für die » im Zuſammenhange nur eine Gleichung, nämlich 1), i 


Dies giebt: 
1, 4%, 4% „ 46„½%ꝗ—1 M, 41%, 4% / 40% 11 
W, G1, d % „ Qdoam-1 M, Asııy %,, e 
I %% me Te Alain Vet nes ne dei In = a ,,, onen PO 
n, Anıın A:, - » Anmn—i Mn, an, 1, an,, . . an, 1 


Wird die früher durch D (Y 1, P 2, . ... 3, 1, 2, . . . . 5 — 1) bezeichnete Determinante nur kurz durch 4 9 
dargeſtellt, jo geht 18)4 über in 


p—n p—n 
— 1006-1 (pH) ER — 100 G !) 
„ ee = Ol 170 5 M,», 
Es muß folglich nach 1) 
— 100 n-+1) (ei 
8 h Beat BD a 4 =K&K.A, 


fein, wodurch auch die rechte Seite nach 5) in 18)“ in K A übergeht. 
Es läßt ſich leicht zeigen, daß der in 18)e gefundene Ausdruck für 4 oder Y (p ＋ 1, p 2. , , 1, 2, . p—1) 
mit dem in 18) gegebenen übereinſtimmt. N 
Seite 12 Zeile 10 v. u. Vor: „Man erhält für die Gleichung 70 % . . . . u. ſ. w.“ iſt einzuſchieben: ö 
Je nach der Auswahl jener » — 1 Gleichungen kann man übrigens engere und weitere Grenzen erhalten; bei ei⸗ 
ner wirklichen Ausrechnung müßte man alle möglichen Auswahlen treffen und die weiteſten Gränzen, die ſich ergeben, annehmen. 
Man erhält z. B. für die in III. benutzte Form der Gleichung 70 % + 42 a, + 30 % + 105 ½ = 8009 
als weiteſte Gränzen: 0 b 


NSS 


> 
w 


a 
f 


W 
I) Eine krumme Linie hat keine Länge. 
i ei 2) In jedem geradlinigen Dreieck ift die Summe zweier Seiten gleich der dritten. 
1 3) Es iſt unmöglich die Anzahl der Auflöſungen einer unbeſtimmten Gleichung vom erſten 
Grade nur durch Abſolutglied und Coefficienten der Unbekannten darzuſtellen. 
Ei 4) Die Sonne ift ein Planet. 
Be 5) Jede gerade Linie läuft bei hinreichender Verlängerung in ſich ſelbſt zurück. 
. 6) Es exiſtirt ein Geſetz der großen Zahlen. 


—— — 2 m — 


. I N 


i Sein 50 Sele 16 von unten l. „möge“ ſtatt „mögen“. 
VViäßñann 6 „bejahende“ ſtatt „bezeichnete“. 
i 6 v. o. . e 1 „poſſitiv⸗ 


. N ©. hlt u unten: „Alſo in E 34 
5 S. 12 8. 3 nach Gleichung 22) l. „im zweiten Fall“ ſtatt „einen zweiten Falle 


1 12 Zeile 8 von unten: 1 741 42 on 45 . 


13 3. 2 von oben l. „1 — 1 erſten Gleichungen“ ſtatt „n — 1 Steidungen“ 10 Br 
17 3. 1 von VII. I. „charakteriſirt“ ſtatt „charaktreſirt“. e e 


17 Gleichung 63) 1 5 ſtatt „Se 
S. 20 3. 2 von oben l. „wann“ ſtatt „wenn“. e 
S. 21. Z. 6 nach Gleichung 79) l. „D (K,: K) r ſtatt „DR“ 1 

Sc. 25 3. 6 von oben bis „im Folgenden“ ſtatt »in Folgenden“. 1 % tg 

. S. 25 3. 16 von oben muß „(unterſuchen)“ wegfallen. 

S. 27. 3. 2 nach Gleichung 21) l. „Verwendung“ ftatt „Verwandlung. 

. 3. 7 nad Gleichung 21) l. „a“ ſtatt „ 


5 p pP 
S. 30 muß iR Gleichung 2) des Syſtems 40) heißen: „— a, sa ſtatt „a, S he 
a en 


S. 30 muß es in der letzten Gleichung des Syſtems 40) heißen: „— Serge ſtatt „— Sr BE 


p 5 
30 muß es in Gleichung 41) heißen: „— pP, S n ſtatt „— pz $ zh* 
1 


. 32 Zeile 2 nach Gleichung 55) 1. „für“ ftatt „hier“. 
Et p * 1 

33 Zeile 1 von oben lies „Sf, (,) ſtatt „SF, (r) 

E 1 


aaa 


33 Zeile 6 von oben lies „Summation“ ftatt „Symmetrie“. 
33 8. 1 nach Gleichung 63) lies „das“ ſtatt „dies“. 

33 Zeile 3 von unten lies „für ſtatt „hier“. 

36 Zeile 1 nach Gleichung 75) lies „9 ſtatt „ 

S. 37 iſt mehrfach ſtatt „ zu leſen », z. B. in Gleichung 95) in der 2ten Zeile e in der em Zeile 
von unten, ebenſo Seite 38, Zeile 3, 4, 5, 6. 


Seite 39, in Gleichung 98) lies „Sa, „ — 44 ſtatt „8 0 K 0 4 
GR 2 1 1 ’ 
1 Si. 40 Gleichung 110) lies 8 ©, ſtatt 8 1 


In der folgenden Zeile, fehlt „ergiebt“, 


.©,4 117) l. 6% 6. 0 En at Rn 4 
7 „ 2 4 
i „al 51 7 5 1 
S. 41 in Gleichung 120) und 121) lies „L ()“ ſtatt „(2)“ 
19% 42, in Gleichung 125) lies „/ (n) ſtatt „fr Em)“ 
S. 42 in Gleichung 127) lies „E (1) ſtatt „(1)“ 
S. 44, in Gleichung 18), lies „(5 + 1)“ ſtatt „( + 1)* 


